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《国务 院 关 于 深化 考试 招生 制度 改革 的 实施 意见 》 于 2014 年 9 月 4 日 发 布 ， 
标志 着 新 一 轮 考试 招生 制度 改革 全 面 启动 。“ 不 分 文理 科 、 减 少 考试 科目 ”等 
考试 科目 改革 措施 将 数学 推 到 了 高 考 的 最 前 沿 。 一 时 间 ， 媒 体 大 肆 宣 传 数 学 乃 
“万 科 之 首 ”“ 万 科 之 母 ” 等 。 

不 可 否认 ， 数 学 是 一 门 浩 瀚 的 学 科 ， 没 有 人 能 够 完全 掌握 它 。 人 类 从 数 
数 开始 逐渐 建立 了 自然 数 的 概念 ， 慢 慢 地 掌握 了 简单 的 计算 法 ， 并 逐渐 认识 
了 最 基本 、 最 简单 的 几何 形状 ， 最 初 算术 与 几何 还 没有 分 开 。 从 公元 前 5 世纪 
到 17 世纪 ， 大 约 在 两 千年 的 时 间 里 ， 人 类 逐渐 形成 了 初等 数学 常量 数学 ) 
的 主要 分 支 ; 算数 、 几 何 、 代 数 。 变 量 数学 产生 于 17 世纪 ， 大 体 上 经 历 了 两 
个 决定 性 的 重大 步骤 : 第 一 步 是 解析 几何 的 产生 ; 第 二 步 是 微 积 分 的 出 现 。 从 
19 世纪 上 半 叶 开始 ， 数 学 发 展 进入 现代 阶段 ， 以 代数 、 几 何 、 分 析 中 的 深刻 
变化 为 特征 。 

从 20 世纪 后 半 叶 开始 ， 数 学 获得 了 从 未 有 过 的 广泛 应 用 。 自 然 科 学 和 技 
术 方 面 自然 离 不 开 数 学 ， 目 前 以 “机 器 学 习 ” 为 特征 的 第 三 次 人 工 智能 浪潮 的 
数学 基础 则 是 “统计 学 ”“ 信 息 论 ”和 “控制 论 ”。 在 政治 、 经 济 、 管 理 、 销 
售 方面 也 离 不 开 数学 ， 甚 至 在 文学 、 建 筑 、 音 乐 、 生 活 中 处 处 都 可 发 现 数学 的 
“影子 ”。 掌 握 一 定 程度 的 数学 知识 ， 是 今后 在 世界 上 生存 不 可 缺少 的 条 件 。 

但 是 ， 对 于 多 数 人 来 说 ， 数 学 往往 仅仅 作为 应 付 考试 的 必要 科目 ， 而 在 毕 
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业 后 因 嫌 其 无 用 就 很 快 全 忘 了 。 作 为 一 名 在 “985” 高 校 的 文科 学 院 教授 理工 
课程 的 老师 ， 我 通过 多 年 理工 课程 的 教学 ， 发 现 很 多 文科 生 不 是 不 能 学 好 数学 
和 理工 课程 ， 而 是 对 理工 课程 有 抵触 情绪 ， 不 愿意 去 学 ， 骨 子 里 认为 它 很 难 ， 
既然 学 不 会 ， 索 性 就 不 学 了 。 究 其 根源 ， 是 因为 他 们 不 了 解数 学 ， 在 成 长 过 程 
中 遇 到 或 听 到 过 许多 “ 谈 数 色 变 ”的 事情 ， 因 此 对 数学 有 一 种 天 生 的 恐惧 。 

然而 ， 数 学 是 多 彩 的 、 可 爱 的 、 有 趣 的 。 大 家 都 知道 达 。 芬 奇 是 一 位 著名 
的 画家 、 艺 术 家 ， 但 很 少 有 人 知道 他 还 是 一 名 伟大 的 科学 家 、 数 学 家 。 数 学 是 
属于 所 有 人 的 ， 绝 不 仅仅 属于 伽 罗 瓦 和 拉 马 努 金 那样 的 天 才 。 

同时 ， 我 们 还 应 看 到 ， 没 有 必要 要 求 所 有 人 都 具备 很 高 的 数学 水 准 。 对 绝 
大 多 数 人 来 讲 ， 会 运用 数学 解决 实际 问题 才 是 关键 。 当 今世 界 ， 人 类 的 生活 逐 
渐 地 走向 集体 化 和 社会 化 ， 数 学 的 活跃 时 代 已 经 到 来 。 

然而 , 学习 数 学 不 应 只 局 限于 课堂 中 。 当 你 在 出 租车 上 发 现 里 程 表 坏 了 时 ， 
你 可 以 用 速度 和 时 间 来 计算 距离 。 甚 至 玩 游 戏 、 解 决 谜 题 等 都 是 爱 上 数学 的 好 
方法 。 培 养 发 现 数 学 的 眼睛 和 探索 习惯 ， 会 让 你 感受 到 数学 在 方方面面 都 
影响 着 你 的 生活 。 这 也 就 是 我 写 这 本 趣味 性 “数学 入 门 ” 书 的 目的 。 

学 习 数 学 ， 求 快 是 没有 任何 好 处 的 。 把 数学 和 速度 绑 在 一 起 只 会 对 我 们 的 
学 习 能 力 起 负面 作用 。 学 习 数学 要 有 角力， 循序 渐进 、 逐 步 积累 。 兴 趣 是 角力 
产生 的 源泉 。 本 书 避 开 深奥 难 懂 的 概念 和 推导 过 程 , 采用 纪录 片 式 的 创作 手法 ， 
力求 从 日 常生 活 或 历史 典故 中 引出 数学 知识 。 为 适应 “ 读 图 时 代 ” 年 轻 人 的 阅 
读 习 惯 ， 本 书 采 用 图 文 并 茂 的 形式 ， 让 你 在 悠闲 的 享受 中 细 细 品味 数学 之 美 ， 
在 不 知 不 觉 中 了 解 那些 你 所 听 过 数学 概念 的 真正 意义 。 

数学 这 门 学 科 是 几 千 年 来 人 类 智慧 的 结晶 ， 写 这 本 书 的 难度 不 在 于 如 何 挑 
选 主题 ， 而 在 于 如 何 舍弃 一 些 主题 ; 不 在 于 把 数学 问题 写 得 如 何 深入 透彻 ， 而 
在 于 如 何 将 数学 写 得 简单 明了 。 本 书 从 数学 如 诗 、 数 学 之 趣 、 数 学 之 巧 、 数 学 
之 美 、 数 学 之 音 、 数 学 之 语 、 数 学 之 奇 七 个 篇 章 对 数学 进行 审视 。 阅 读 此 书 ， 
你 不 需要 太 多 的 数学 基础 ， 也 不 必 从 第 一 章 开始 ， 可 以 从 你 最 感 兴趣 的 章节 开 
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始 ， 在 这 些 数学 思想 中 尽情 游览 。 

我 的 研究 生 毛 燕 华 、 李 珍 、 何 德 俊 等 同学 为 本 书 的 撰写 查阅 了 大 量 的 参考 
书籍 和 资料 ， 并 从 文科 生 的 视角 对 本 书 的 内 容 编排 和 难 易 程度 提出 了 许多 宝贵 
建议 。 本 书 的 出 版 还 得 到 了 清华 大 学 出 版 社 编辑 们 的 大 力 支 持 ， 他 们 建议 本 书 
定位 为 一 本 科普 读物 ， 而 非 一 本 传统 的 数学 教材 。 在 此 ， 对 提供 支持 的 所 有 人 
表示 深 深 的 感谢 ! 

最 后 , 还 要 感谢 读者 一 一 你 ! 如 果 你 阅读 完 此 书 , 能 对 数学 产生 一 点 兴趣 ， 
不 再 害怕 数学 ， 从 此 慢 慢 爱 上 数学 ， 认 为 自己 就 是 一 个 “数学 人 ”。 这 对 我 将 
是 莫大 的 欣慰! 


胡 兵 
2017 年 10 月 于 广州 大 学 城 


第 一 章 


数学 如 诗 Sse ttt tt tt tet ee etna erate 1 
第 一 节 ” 富 数 于 请 ee 3 
第 二 节 融 诗 于 数 a 10 
四 
五 、 僧 从 人 数 ………… 14 
第 三 节 诗 情 数 意 ………… 15 
一 、 竺 下 疾 谷 的 学 周 想 commen 15 
二 、 诗 中 蕴藏 的 几何 构图 站 ee 18 
数学 之 二 ee 23 
第 一 节 数字 游戏 i 26 


| 别 说 你 不 懂 数 学 


#8 
{tl 


第 四 


第 二 节 

第 三 节 
BRAT AOE FAR? weeseessecssseccesscccsnscesnnssessnscesnseecsnscessnsceenneses 45 
三 、 蓝 色 眼 睛 会 消失 吗 ?ee 47 

数学 之 巧 和 49 

第 一 节 BRAD IUU ART BY nnnneeenneeeeeeeeeecceeeeeceeeecenseeecnnseeceneeesnseecenseensnees 50 
一 、 不 积 小 流 无 以 成 江海 :ee 50 
Se a ee 55 
三 、 你 的 生活 达到 小 康 水 平 了 吗 ?eenseeeeeeneeeeneeenen 57 

第 二 节 ”我 们 如 何 分 配 食物 和 59 
一 、 如 何 省 钱 又 保证 营养 .ee 全 ee 60 
二 、 切 蛋糕 也 有 学 问 … 

第 三 节 我 们 如 何 规划 出 行 的 
一 、 怎 样 散步 才能 不 重复 地 走 过 每 座 桥 ? cnneeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeeeeeeee 68 
aes 我 应 该 先 去 哪里 ， 再 到 哪儿 ? i 69 
三 、 只 用 四 种 颜色 可 以 为 地 图 着 色 吗 ?3 72 

有 77 

第 一 节 美的 奥秘 一 一 0.618 CO PT RT Reads Uae 78 


第 五 


一 、“ 窃 究 淑女 ”与 “三 庭 五 眼 多 ee 79 


二 、 无 处 不 在 的 黄金 比例 …… “80 
Ek 弟 是 中 的 O68 ii 81 
Ba hee ei Se acces ssscencexasossvonveentccccvassssavescessssszpeceenstectoses 83 
=, WERE ARPI EG BREA posscssscssssscsssasesscsczansesnavesssscosecsssernsnssasss 83 
二 、 几 何 图 形 在 建筑 中 的 运用 .essnsssnnsss 85 
第 三 节 
= 89 
ees EE 91 
三 、 佛 闻 与 六 蚊 衣 aa 二 93 
第 四 节 ”自然 界 的 数学 之 美 ee 96 
一 、“ 天 才 设 计 师 ”… 96 
= 97 
= 98 
四 、 生 命 的 螺旋 线 …………… 99 
汪汪 103 


第 一 节 ”音乐 与 数学 的 内 在 联系 … 
= 半 弟 国 灶 外 


三 、 节 拆 ee 109 


二 、 毕 达 哥 拉 斯 音 差 常数 
aR AR Ia SM ST wean ncacconencenssccascntencncnnrnnspinsesaizns 


| 别 说 你 不 懂 数 学 


一 、 钢 浴 与 非 波 那 粤 闭 出 rssiiniinemicii 116 
二 、 斐 波 那 契 数列 

三 、 斐 波 那 契 数列 在 音乐 中 的 应 用 .ee 119 
Ne 121 


第 三 节 信息 的 全 省 esi 135 
= secs c eet cies een d ea erecta 135 
= 137 

CE 139 


三 、 皮 亚 诺 曲 线 157 


第 一 章 


数学 如 诗 


| 别 说 你 不 懂 数 学 


“那些 从 诗 中 体验 到 数学 的 诗人 是 好 诗人 ， 那 些 从 数学 中 体会 到 诗意 的 人 
是 好 数学 家 。” 
一 一 摘自 著名 作家 王蒙 的 《最 高 的 诗 是 数学 》 
“数学 到 了 最 后 阶段 就 遇 到 了 想象 ,在 圆锥 曲线 、 对 数 、 概 率 、 微 积分 中 ， 
想象 成 了 计算 的 系数 ， 于 是 数学 也 成 了 诗 。” 
一 一 雨 果 (19 世纪 法 国 浪漫 主义 作家 ) 


人 们 常 认 为 ， 诗 歌 讲 究 形象 美和 含蓄 美 ， 以 文学 的 形式 表达 人 的 情感 ， 数 
学 则 以 严谨 的 理性 锤炼 人 的 思维 。 对 数学 不 感 兴趣 的 人 认为 数学 很 枯燥 乏味 ， 
诗歌 与 数学 是 风 马 牛 不 相 及 的 两 件 事 。 其 实数 学 也 存在 许多 诗情画意 ， 也 有 很 
多 数学 家 和 诗人 把 数学 与 诗歌 巧妙 地 结合 起 来 。 
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最 冷静 的 科学 与 最 热情 的 艺术 相遇 可 从 三 个 层次 上 进行 认识 和 理解 : 第 一 
个 层次 是 “ 寅 数 于 诗 ”， 中 国 是 诗歌 的 国度 ， 以 数 入 诗 ， 俯 拾 皆 是 ， 诗 歌 与 数 
学 相互 渗透 第 二 个 层次 是 “ 融 诗 于 数 ”， 直 接 为 数学 而 写 的 诗歌 ， 用 诗 表达 
算法 或 日 常生 活 中 的 数学 问题 ， 第 三 个 层次 是 “ 诗 情 数 意 ”， 体 会 诗歌 中 的 数 
学 思想 、 数 学 意境 ， 诗 中 有 没有 数字 并 不 重要 。 
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一 、 数 字 入 诗 


无 论 是 唐诗 ， 还 是 历代 诗歌 ， 数 字 入 诗 随处 可 见 。 例 如 ，“ 一 片 冰心 
在 玉 壶 ”“ 二 十 四 桥 明月 夜 ”“ 三 千 宠爱 在 一 身 ”“ 四 时 可 爱 唯 春日 ”“ 五 
岳 寻 仙 不 辞 远 ”“ 六 朝 如 梦 鸟 空 路 ”“ 七 月 七 日 长 生 典 ”““ 八 千里 路 云 和 月 ”“ 九 
曲 黄河 万 里 沙 ”“ 十 年 辛苦 不 寻常 ”“ 百 年 世事 不 胜 悲 ”“ 千 呼 万 唤 始 出 来 ”“ 万 
里 归心 对 明月 ”， 等 等 。 

又 如 ， 唐 代 诗 人 张 社 的 “故国 三 千里 ， 深 宫 二 十 年 ”， 朱 塌 的 “等 闲 识 得 
东风 面 , 万紫千红 总 是 春 ”， 杜 甫 的 “ 竹 批 双 耳 峻 ， 风 入 四 蹄 轻 ”， 程 颗 的 “ 隔 
断 红 人 尘 三 十 里 ， 白 云 红叶 两 悠悠 ”， 杜 牧 的 “南朝 四 百 八 十 寺 ， 多 少 楼 台 烟 
雨中 ”， 王 之 澳 的 “和 欲 穷 千里 目 ， 更 上 一 层 楼 ”， 李 白 的 “ 尔 来 四 万 八 千岁 ， 
不 与 秦 塞 通 人 烟 ”“ 飞 流 直 下 三 千 尺 , 疑 是 银河 落 九 天 ”。 这 些 脸 炙 人 口 的 佳 句 ， 
生动 深刻 ， 诗 意 天 成 ， 经 世相 传 ， 给 后 人 留 下 了 无 穷 的 享受 。 


北宋 理学 家 邵 雍 (1011 一 1077, FSB, 谥 号 康 节 ) 有 一 首 耳熟能详 的 诗 一 一 
《山村 》。 


_ he Saat -一 
一 类 二 主 里 ， , 在 ~ 9 + 
WHO AR, at 各 je ms 
SEALE, i 2S az ~ 
八 九 十 枝 花 。 = + fe ra ® 
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这 首 诗 歌 巧妙 地 用 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十 这 十 个 数字 连 在 一 起 描绘 出 乡村 
景色 ， 是 儿童 学 习 计数 的 启蒙 许 ， 也 是 最 早 的 数学 方面 的 科普 诗歌 。 

清末 年 间 ， 鸦 片 盛行 ， 官 署 上 下 ， 大 小 衙门 ， 几 乎 变 成 了 烟 馆 。 有 人 仿 邵 
雍 写 了 下 面 这 首 启蒙 诗 以 讽刺 。 


WHA, 
八 九 十 支 枪 。 


这 首 诗 意境 虽 大 不 如 前 ， 却 也 入 木 三 分 ， 把 鸦片 泛滥 的 情景 写 得 真 真 
切切 ! 

“扬州 作怪 ”之 一 的 郑板桥 〈1693 一 1765， 郑 楼 ， 字 克 柔 ) 有 一 首 题名 为 
《 咏 雪 》 的 诗 。 


一 片 三 办 三 四 瞧 5 
五 片 六 片 七 八 片 ， 
九 片 十 片 无 数 片 ， 


KAP OTA. 


关于 此 诗 ， 有 很 多 不 同 的 版 本 ， 虽 诗 的 内 容 有 所 不 同 ， 但 都 大 同 小 异 。 此 
诗 用 “一 到 十 乃至 无 数 ”， 真 切 地 描绘 出 雪花 飘 飞 的 情景 。 而 末尾 一 句 ， 画 龙 
点 睛 ， 令 人 神往 。 

郑板桥 还 有 一 首 题名 为 《 咏 竹 》 的 诗 : “一 二 三 枝 竹 笔 ， 四 五 六 片 竹 叶 ; 
自然 淡淡 疏 朴 ， 何 必 重 重 玲 叙 。” 数 字 的 魅力 尽 在 其 中 。 


大 
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又 有 ， 明 代 作 家 、《 西 游记 》 的 作者 吴承恩 〈1500 一 1582) 有 一 首 咏 夜景 
的 诗 : 


十 里 长 亭 无 客 走 ， 
九重 天 上 现 星辰。 
ATMA R PILE, 
七 千 州 县 尽 关 门 。 
六 宫 五 府 回 官 宅 ， 
四 海 三 江 黑 钓 纶 。 
两 座 楼 头 钟 鼓 响 ， 
一 轮 明月 满 乾 坤 。 


此 乃 作 者 在 《西游 记 》 第 三 十 六 回 中 的 诗 。 诗 中 数字 从 大 到 小 ， 把 夜色 写 
得 静 美 无 比 。 作 者 让 数字 披 上 文学 的 外 衣 ， 诗 化 了 的 形象 显 出 别致 的 情趣 。 


大 家 都 知道 毛泽东 主席 的 诗句 
“ 坐 地 日 行人 万 里 ， 巡 天 遥 看 一 干 
河 ”， 意 思 是 “ 坐 在 地 球 上 一 昼夜 
便 可 走 八 万 华里 ， 在 宇宙 中 穿 来 穿 
去 可 遥 看 许多 条 银河 ”。 因 地 球 周 
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长 四 万 公里 ，1 公里 =2 华里 ， 地 球 一 天 自转 一 周 ， 人 随地 球 自转 一 天 便 可 日 
行 八 万 华里 ， 体 现 出 了 一 代 伟 人 意气 风 发 的 革命 豪情 。 


图 二 、 以 数 解 意 


相传 ， 郑 板 桥 在 山东 任 知 县 时 ， 偶 见 一 破旧 的 大 门 上 贴 了 一 副 春联 ， 
ER: “二 三 四 五 ”， 下 联 “ 六 七 八 九 ”， 横 批 : “南北 ”。 郑 板 桥 随 即 
派 人 给 这 户 人 家 送 去 衣服 、 食 品 等 。 众 吏 问 何故 ,郑板桥 笑 答 : 上 联 缺 “ 一 ” 
即 缺 “ 衣 ”; 下 联 少 “十 ” 即 少 “ 食 ”; 横批 “南北 ” 即 是 “ 没 东西 ” 呀 。 
数字 的 妙用 何其 有 趣 ! 

又 传 ， 司 马 相 如 告别 妻子 卓文 君 ， 离 开 成 都 去 
长 安 求 取 功名 , 时 隔 五 年 , 不 写 家 书 , OAKES. 
后 来 ， 他 写 了 一 封 难为 卓文 君 的 信 ， 送 往 成 都 。 卓 文 


君 接 到 信 后 ， 拆 开 一 看 ， 只 见 写 着 “一 二 三 四 五 六 
七 八 九 十 百 千 万 万 千 百 十 九 八 七 六 五 四 三 二 一 ”。 
卓文 君 一 看 ， 数 字 之 中 唯 独 没 有 “ 亿 ”， 她 顿 


时 明白 了 司马 相 如 已 “无 意 ” 于 她 。 她 立即 用 司马 
相 如 给 她 的 “数字 ” 信 回 写 了 一 首 如 诉 如 泣 的 抒情 诗 ; 

一 别 之 后 , 二 地 相 悬 , 只 说 是 三 四 月 , 又 谁 知 五 六 年 , 七 弦 琴 无 心 抚 弹 ， 
八 行书 无 信 可 传 ， 九 连环 从 中 折断 ， 十 里 长 亭 我 眼 望 穿 ， 百 思想 ， 千 系 念 ， 
FART Y H. 

万 语 千 言 把 郎 怨 , 百 无 聊 赖 ,十 依 阑 干 ， 
九 九 重阳 看 孤雁 ， 八 月 中 秋月 圆 人 不 圆 ， 
七 月 半 烧 香 点 烛 系 祖 问 苍天 ， 六 月 伏天 人 
人 扬 扇 我 心寒 ， 五 月 石榴 如 火 偏 遇 阵 阵 冷 
雨 浇 花 端 ， 四 月 枇杷 未 黄 我 梳妆 懒 ， 三 月 


@ 
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桃花 又 被 风 吹 散 ! 郎 呀 郎 ， 巴 不 得 二 一 世 你 为 女 来 我 为 男 。 
司马 相 如 读 后 深 受 感动 ， 亲 自 回 四 川 把 卓文 君 接 到 长 安 。 从 此 ， 他 一 心 做 
学 问 ， 终 于 成 为 一 代 文 豪 。 Se 


诗 仙 李白 曾 写 过 一 首 《月 下 独 酌 》 的 诗 ; 


花 间 一 点 酒 ， 
独 酌 无 相亲 。 
举 杯 邀 明月 ， 
对 影 成 三 人 。 


在 鲜花 丛 中 置 一 壶 酒 ， 自 芯 独 饮 ， 没 有 亲朋 好 友 相 陪 。 我 只 有 举 起 杯 来 邀 
请 天 上 的 明月 。 结 果 “ 明 月 、 我 和 影子 ”也 就 成 了 三 个 人 在 饮酒 了 。 通 过 数 
字 “ 三 人 ”， 我 们 立刻 会 想到 月 仙 和 影子 立刻 变 成 了 活生生 的 人 ， 在 同 李 
白 饮 酒 作乐 。 此 法 是 神 来 之 笔 ， 独 饮 的 疲 寞 顿时 烟消云散 ， 花 间 也 立刻 变 
得 热闹 起 来 。 


再 有 ， 柳 宗 元 的 《 江 雪 》: 


二 山 鸟 飞 绝 ， 万 径 人 踪 灭 。 


诗 中 用 一 个 “ 千 山 ”和 一 个 “万 径 ”， 
两 个 极 大 的 数字 凸显 环境 的 欧 恰 和 空洞 
接 下 来 又 用 了 两 个 极 小 的 数字 “ 孤 舟 ” 和 “ 独 钓 ”， 供 托 诗人 的 寂 赛 。 数 字 用 
在 这 里 ， 让 整 首 诗 更 显 寂寥 之 感 ， 使 装 签 公 在 寒 江 雪 中 成 为 千古 绝 别 。 


@ 
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国 三 、 融 数字 与 运算 为 一 体 的 诗歌 


在 我 国 浩如烟海 的 诗词 中 ， 一 些 融 数字 与 运算 为 一 体 的 数字 诗 ， 更 是 趣味 


横生 。 如 下 面 这 首 诗 : 


五 百 罗汉 渡 江 ， 岸 畔 波 心 千 佛 子 。 
一 个 美人 上 映 月 ， 人 间 天 上 两 婵娟 。 


此 诗 传说 为 苏轼 的 妹妹 苏 小 妹 所 作 。 不 仅 遗 词 
造句 巧 , 而 且 还 有 数学 运算 在 内 : 上 联 “ 千 ”是 “五 百 ” 
的 两 倍 ， 下 联 “ 两 ”也 是 “ 一 个 ”的 两 倍 。 特 别 是 “人 间 天 上 两 婵娟 ”一 句 ， 
想象 奇特 ， 堪 称 传世 绝句 。 


下 面 这 联 也 有 异曲同工 之 妙 : 


北斗 七 星 ， 水 底 连 天 十 四 点 。 
南 楼 孤雁 ， 月 中 带 影 一 双飞 


此 联 色 出 一 幅 月 夜 星 雁 图 , 其 中 数字 揉 进 了 乘法 运算 。 上 联 “ 十 四 ”是 “七 ” 
的 两 倍 ， 下 联 “ 一 双 ”是 “ 孤 ” 的 两 倍 。 

相传 清朝 时 期 ， 纪 晓 册 为 庆贺 乾隆 皇帝 五 十 
岁 所 作 的 寿 联 ， 也 以 巧 杠 数字 见 功 夫 : 


二 万 里 山河 ， 伊 古 以 来 ， 未 闻 一 朝 一 统 二 万 里 ; 
五 十 年 圣 寿 ， 自 今 以 往 ， 尚 有 九 千 九 百 五 十 年 。 
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此 联 的 下 联 中 ，“ 五 十 年 ”加 上 “ 九 千 九 百 五 十 年 ”， 即 为 万 年 ， 寅 万 寿 
之 意 ， 且 上 下 联 首 尾 分 别 重复 ， 实 乃 巧 思 佳 联 。 

又 传 ， 清 乾隆 五 十 年 ， 朝 廷 为 了 表示 国泰 民 安 ， 把 全 国 65 岁 以 上 的 老人 
请 到 京城 ， 为 他 们 举行 一 次 盛大 宴会 。 在 宴会 上 ， 蓝 隆 看 见 一 位 老 寿星 ， 年 
高 141 岁 ， 非 常 高 兴 ， 就 以 这 位 寿星 的 岁数 为 题 ， 说 出 上 联 ， 并 要 纪晓岚 对 出 
下 联 。 


乾隆 帝 的 上 联 是 : 花甲 重 开 ， 又 加 三 七 岁月 。 
AERO FRR: 古稀 双 庆 ， 更 多 一 度 春 秋 。 


上 、 下 两 联 都 是 一 道 多 步 计算 应 用 题 ， 答 案 都 是 141 岁 。 上 联 的 “ 花 
甲 ” 是 指 60 岁 ，“ 重 开 ” 就 是 两 个 60 岁 ， “三 七 ” 是 21 岁 ， 加 起 来 是 : 
60X2+7X3=141 ( 岁 ) 。 下 联 的 “古稀 ” 是 指 70 岁 , “ 双 庆 ”就 是 两 个 70 岁 ， 
多 “一 度 春秋 ”就 是 多 1 岁 ， 同 样 是 : 70X2 十 1=141 ( 岁 ) 。 


再 如 ， 相 传 明代 才子 伦 文 叙 “1466 一 1513， 字 伯 上 畴 ， 号 迁 风 )〉 曾 为 苏东坡 
的 《 百 鸟 归 集 图 》 配 诗 : 


和 天生 王 只 又 一 只 ;三 四 严 穴 七 信 只 6 
凤凰 何 少 尔 何 多 , 吸 尽 人 间 千 万 石 。 
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WEA (A SIAR) PE, Wiha “A” Se. AA, Si 
名 “归来 一 只 又 一 只”， 一 只 加 一 只 就 是 两 只 ; 第 二 句 “ 三 四 五 六 七 人 只 ”的 
意思 不 在 表面 ， 而 是 暗 指 三 四 十 二 ， 五 六 三 十 ， 七 八 五 十 六 。 总 共 是 : 

1+143 X4+5 X 6+7 X 8=100 

数字 的 奥妙 就 在 于 此 。 诗 人 似 在 漫不经心 地 数 数 ， 突 然 笔锋 一 转 ， 借 题 发 
挥 ， 感 叹 官场 之 中 廉洁 奉公 的 “凤凰 ” 太 少 ， 贪 污 腐化 的 “ 害 鸟 ” 太 多 ， 他 们 
巧 取 豪 夺 ， 把 老百姓 赖 以 活命 的 粮食 侵吞 “ 吸 尽 ”了 。 真 是 让 人 拍手 叫绝 。 这 
是 巧合 , 还 是 诗人 有 意 为 之 ? 诗人 意 在 借 题 发 挥 ， 揭 露 封建 社会 之 黑暗 、 腐 败 。 


通过 以 上 的 例子 ， 相 信 大 家 都 能 感受 到 诗歌 与 数学 结合 所 产生 的 另 一 种 美 
感 了 。 在 感受 美的 同时 ， 把 对 诗歌 的 学 习 兴趣 迁移 到 数学 学 习 中 ， 才 能 深刻 体 
会 到 诗歌 中 蕴含 的 数学 知识 。 


二 节 融 诗 于 数 


歌剧 《刘三姐 》 中 ， 刘 三 姐 与 三 位 秀才 〈 陶 、 李 、 罗 ) 对唱: 
一” 罗 秀 才 : “Av PRE RGB A, 
| 三 百 条 狗 四 下 分 。 一 少 三 多 要 单数 ， 
看 你 怎样 分 得 清 。” 
刘三姐 : “ 九 十 九条 打猎 去 ， 
九 十 九条 看 羊 来 。 九 十 九条 守门 口 ， 
还 剩 三 条 奇 奴才 。” 


计算 一 下 可 以 发 现 : 300 = 99+99+99+3 。 这 正 是 数学 中 的 整数 分 拆 
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问题 。 
在 元 代 有 一 部 算 经 《 详 明 算法 》 内 有 关于 丈量 田亩 的 方法 : 


二 者 量 田 较 润 长 ， 全 凭 强 尺 以 这 量 。 
一 形 虽 有 一 般 法 ， 惟 有 方 田 法 易 详 。 
若 见 涡 斜 并 凹 曲 ， 直 须 神 补 取 为 方 。 
却 将 秦 实 为 田 积 ， 二 四 除 之 亩 法 强 。 


这 首 诗 的 作者 为 元 末 的 页 享 。 诗 的 意思 是 ， 田 亩 丈量 以 “ 方 田 法 ” 即 以 矩 
形 面 积 为 基础 ， 如 遇 不 规则 图 形 ， 用 割 和 补 的 方法 巧妙 化 解 ， 体 现 了 处 理 几 何 
问题 时 “出 入 相 补 ” 的 一 般 化 原理 。 

中 国 古代 典籍 中 的 许多 数学 问题 ， 都 以 诗歌 形式 提出 。 


国 一 、 百 羊 问题 


明代 大 数学 家 程 大 位 著 的 《算法 统 宗 》 一 书 ， 有 一 道 诗歌 形式 的 数学 应 
用 题 ， 叫 “ 百 羊 问题 ”。 


甲 赶 羊 群 逐 草 茂 ， 
乙 搜 一 羊 随 其 后 ， 
戏 问 甲 及 一 百 否 ? 
甲 云 所 说 无 差 廖 ， 
所 得 这 般 一 群 竣 ， 
再 添 半 群 小 半 群 ， 
得 你 一 只 来 方 凑 ， 
EMA BRE? 
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意思 是 : 一 个 牧羊 人 赶 着 一 群 羊 去 寻找 青草 茂盛 的 地 方 。 有 一 个 牵 着 一 只 
羊 的 人 从 后 面 跟 来 ， 并 问 牧羊 人 : “你 的 这 群 羊 有 100 只 吗 ? ”牧羊 人 说 : “如 
果 我 再 有 这 样 一 群 羊 ， 加 上 这 群 羊 的 一 半 又 1/4 群 ， 连 同 你 这 一 只 羊 ， 就 刚好 
满 100 只 了 。” 

如 何 用 巧妙 的 算术 方法 求 出 这 群 羊 有 多 少 只 呢 ? 

我 们 可 以 把 这 和 群 羊 作为 一 个 整体 ， 用 “1” 代 蔡 ， 因 此 ， 此 题 的 解 为 : 

(100-1) + (1+1+1/2+1/4) =36 CA) 

注意 : 上 式 “(100-1) ”中 的 “1” 代 表 问 话 人 手中 的 那 只 羊 ， 而 

“(1+1+1/2+1/4) ”中 的 “1” 则 代表 牧羊 人 所 赶 的 一 群 羊 。 


国 二 、 宝 塔 装 灯 


这 是 明代 数学 家 吴 敬 偏 著 的 《 九 章 算 法 
比 类 大 全 》 中 的 一 道 题 ， 题目 是 


远 望族 族 塔 七 层 ， 
红 光 点 点 倍加 增 ， 
HHZAAtT+-—, 
HARZLAI? 


同样 地 ， 我 们 可 以 把 塔 顶层 的 灯 数 看 成 “1”， 则 向 下 各 层 的 灯 数 分 别 为 
顶层 灯 数 的 2 倍 、4 倍 、8 倍 ， 往 下 类 推 ， 可 解 出 各 层 倍数 和 为 
1+2+4+8+4 16+ 32+ 64=127 
POA TUE AS a BO 
381+127=3 (#) 


图 三、 李白 打 酒 


李白 街 上 走 ， 提 过 去 打 酒 ; 
遇 店 加 一 倍 ， 见 花 喝 一 斗 ; 
三 遇 店 和 花 ， 喝 光 索 中 酒 。 
试问 酒 过 中 ， 原 有 多 少 酒 ? 


这 是 一 道 民间 算 题 。 题 意 为 : 李白 在 街 上 走 ， 提 着 酒 壶 边 喝 边 打 酒 ， 每 次 
遇 到 酒店 将 壶 中 酒 加 一 倍 ， 每 次 遇 到 花 就 喝 去 一 斗 9， 这 样 遇 店 见 花 各 3 次 ， 
把 酒 喝 完 。 问 壶 中 原来 有 酒 多 少 斗 ? 

此 题 用 方程 解 非常 容易 , 设 壶 中 原来 有 酒 工 斗 “ 遇 店 加 一 倍 ? 就 是 2Z“ 见 
花 喝 一 斗 ” 就 要 减 去 “1”， 此 时 酒 壶 中 还 有 酒 (2-1) 斗 ， 以 此 类 推 ， 则 可 
列 出 以 下 方程 ; 

[(2X-1) X 2-1] X 2-1=0 
解 得 入 7/8， 即 壶 中 原来 有 酒 7/8 斗 。 


. ARAB 


明代 大 数学 家 程 大 位 著 的 《算法 统 宗 》 中 还 
有 这 样 一 题 : 


一 百 馒 头 一 百 僧 ， 大 僧 三 个 更 无 增 ， 
小 僧 三 人 分 一 个 ， 大 小 和 尚 各 几 丁 ? 


® 4+: 古代 容量 单位 ，1 斗 =10 升 。 
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题 意 为 : 有 一 百 个 和 尚 分 食 一 百 个 馒头 ， 一 个 大 和 尚 可 以 吃 3 个 馒头 ， 而 
一 个 小 和 尚 只 能 吃 1/3 个 馒头 ， 这 样 正 好 可 以 分 完 ， 问 有 多 少 个 大 和 尚 和 多 少 
个 小 和 尚 ? 

这 题 可 用 假设 法 求解 ， 如 假设 大 和 尚 有 100 个 ， 则 缺 馒 头 (3X100-100) = 
200 个， 一 个 小 和 尚 比 一 个 大 和 尚 少 吃 (3-1/3) 个 馒头 ， 需 要 多 少 个 小 和 
尚 才能 弥补 所 缺 的 200 个 馒头 呢 ? 因此 我 们 可 以 通过 下 式 算 出 小 和 尚 的 人 数 
为 75 人 : 

(3 X 100-100)+(3-1/3)=75 (A) 
那么 ， 大 和 尚 的 人 数 就 很 容易 知道 为 : 100-75=25 CA) 。 
这 与 “ 百 元 买 百 鸡 ” 问 题 的 算法 是 一 致 的 。 


GQ 五 、 僧 侣 人 数 
在 《增删 算法 统 综 》 里 ， 也 有 这 样 一 首 古 诗 ， 就 是 一 道 完整 的 数学 题 。 


RAESE LH, 
不 知 寺内 几 多 伪 
三 百 六 十 四 只 碗 ， 
看 看 用 尽 不 差 争 。 
三 人 共 食 一 碗 饭 ， 
四 人 共 吃 一 碗 美 


“请 问 先 生 明 算 者 ， 算 来 寺内 几 多 僧 。” 对 于 这 道 并 不 复杂 的 数学 题 ， 我 
们 可 以 这 样 思考 : 吃饭 的 碗 的 个 数 应 该 与 总 的 人 数 的 三 分 之 一 相等 ， 盛 菜 的 碗 
的 个 数 应 该 与 总 的 人 数 的 四 分 之 一 相等 ， 因 此 ， 总 人 数 为 : 364+(1/3+1/4) = 
624 (人 ) 。 


® 


六 汉代 数学 家 刘 微 所 著 的 《 九 章 算术 ) 是 一 部 世界 性 著作 ,突出 的 成 就 有 


分 数 运算 、 比 例 问题 、 双 设法 、 面 积 及 体积 计算 、 一 次 方程 解法 、 负 数 
的 引入 及 运算 法 则 、 开 平方 、 开 立方 及 一 般 二 次 方程 的 解法 等 。 在 现 
在 的 小 学 教育 中 部 分 涉及 鸡 兔 同 逢 问题、 方程、 义 股 、 均 输 、 盈 不 
足 等 。 了 解 这 些 ， 教 师 在 教学 中 可 以 帮助 孩子 博古 通 今 ， 激 发 其 学 习 
数学 的 兴趣 。 


CD) “人 t 原 商 一 大 ,未 折 着 地 ， 去 本 三 尺 ， 作 还 高 几何 ? ”意思 是 说 ; 
一 根 竹子 有 一 丈 长 ， 从 中 间 折断 使 末端 着 地 ， 此 时 末端 距离 竹子 根部 有 三 尺 ， 
请 问 竹 子 还 有 多 高 9 


三 节 诗 情 数 意 


数学 与 诗歌 的 内 在 联系 , 在 于 意境 。 两 者 有 着 千 丝 万 缕 、 相 通 相 融 的 关系 ， 
从 诗词 中 可 学 习 数 学 知识 ， 通 过 数学 知识 也 可 了 解 诗词 的 魅力 。 让 我 们 步 入 诗 
歌 之 林 ， 去 体会 诗歌 的 数学 意境 吧 。 


国 一 、 诗 中 蕴含 的 数学 思想 


> “ 变 中 不 变 ” 思 想 


数学 中 有 一 个 “不 变量 ”分 支 ， 专 门 研究 数学 中 各 种 不 变量 的 性 质 及 其 应 
用 。 诗 人 也 常常 利用 变化 中 的 不 变量 来 增强 诗 的 感染 力 。 例 如 ， 刘 盘 锡 《 西 塞 


& 
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山 怀古 》 中 的 名 句 : “人 世 几 回 伤 往事 ， 山 形 依旧 枕 寒流 。” 就 十 分 成 功 
地 运用 了 变 与 不 变 的 对 比 : 三 国 虚 立 的 消亡 ， 宋 齐 梁 陈 的 更 蔡 ， 人 世间 发 生 了 
多 少 兴亡 变化 ， 但 是 险要 的 西 塞 山 却 没有 变 ， 仍 然 枕 靠 长 江 ， 迎 风 破浪 ， 一 如 
既往 。 他 的 另 一 首 七 绝 《 乌 衣 巷 》 诗 云 : 


et: ‘ 
SE A REMAP, 
=f 
, 7 ty F Rt 
a, | ) 4 b RADY As, 
> iP 1H aS ES ay AR, 


二 ax 飞 入 寻常 百姓 家 。 


也 是 一 首 以 变 与 不 变 的 强烈 对 比 而 脸 炙 人 口 的 作品 。 人 事变 迁 , 江山 易 主 ， 
旧时 的 王公 贵族 已 经 烟消云散 ， 他 们 的 朱 门 豪宅 已 变 成 寻常 百姓 的 家 院 ， 可 是 
燕子 并 不 管 这 些 ， 它 们 仍旧 飞 回 原来 栖息 的 地 方 筑 巢 。 

另外 ， 这 种 “ 变 中 不 变 ” 的 思想 与 文学 中 的 “对 仗 ”也 有 相似 之 处 。“ 对 
仗 ” 是 上 联 与 下 联 词句 的 某 些 特性 〈 字 数 、 词 性 等 ) 保持 不 变 。 

唐 朝 王 维 的 两 名 诗 : 


明月 松 间 照 ， 清 泉 石 上 流 。 


诗 的 上 句 “ 变 化 ”到 下 句 ， 内 容 从 描写 月 
亮 到 描写 泉水 ， 确 实 有 变化 。 但 是 ， 这 一 变化 
中 有 许多 是 对 应 不 变 的 : 

明 一 一 清 (都 是 形容 词 ) 

月 一 一 泉 (都 是 名 词 ) 

松 一 一 石 ( 都 是 名 词 ) 

间 一 一 上 都 是 介词 ) 
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照 一 一 流 〈 都 是 动词 ) 
明月 一 一 清泉 〈 都 是 自然 景物 ) 
在 文学 和 数学 中 都 广泛 存在 “变化 中 的 不 变 ” 性 质 。 


> “转化 与 化 归 ” 思 想 


数学 上 的 “转化 与 化 归 ” 思 想 ， 就 是 在 研究 和 解决 有 关 数 学 问题 时 ， 采 用 
某 种 手段 将 问题 通过 变换 使 之 转化 ， 进 而 使 问题 得 到 解决 的 一 种 数学 方法 。 而 
在 文学 描述 上 ， 当 某 种 感觉 无 法 直接 言明 ， 就 转化 成 另 一 种 人 们 在 日 常生 活 中 
可 看 可 感 的 具体 事物 来 述说 。 李白 将 这 种 表述 方法 演绎 到 了 极致 , 正如 其 在 《 行 
路 难 》 中 有 这 样 的 诗句 : 


金 构 清 酒 斗 十 千 ， 
EEO UNL PR. 
停 杯 投 等 不 能 食 ， 
RAIS ER. 


金杯 中 的 美酒 一 HireF. Rams (ET. HL RETR 
BP APR, 不 愿 进餐 。 拔 出 宝剑 环顾 四 周 , 心里 一 片 茫然 。 这 些 “ 清 酒 ”与 “ 珍 
人 镑 ”都 是 有 价 的 ， 都 是 可 以 具体 感知 的 。 在 这 种 时 候 李 白 充 分 运用 了 他 超然 的 
智慧 ， 把 无 形 的 情感 转化 到 具体 可 感 的 事物 上 。 

> “周期 运动 ” 思 ? 

白居易 的 《 赋 得 古 草原 送别 》 诗 云 : 


离 离 原 上 草 ， 一 岁 一 枯 荣 。 
野火 烧 不 尽 ， 春 风 吹 又 生 。 
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这 首 诗 是 作者 少年 时 代 的 作品 ， 也 是 当时 传诵 的 名 篇 。 诗 中 通过 对 荒原 野 
草 的 赞颂 ， 反 映 了 作者 积极 进取 的 精神 。 如 果 我 们 用 数学 的 眼光 去 欣赏 诗意 的 
精美 ， 会 发 现 诗 中 描绘 了 一 种 “周期 运动 ”。“ 一 岁 一 枯 荣 ”是 指 野草 秋 枯 春 
荣 ， 岁 岁 循环 ， 生 生 不 息 ， 这 与 函数 的 周期 性 数学 意境 完全 吻合 。 


二 、 诗 中 蕴藏 的 几何 构图 


> 诗 与 几何 四 要 素 


人 人 都 会 背 杜 甫 的 《绝句 四 首 》 (之 一 ) : 


两 个 黄 酌 鸣 举 柳 ， 一 行 白 路 上 青天 。 
窗 含 西 岭 千秋 雪 ， 门 泊 东 吴 万 里 船 。 


这 首 诗 不 仅 对 仗 ， 而 且 非 常 工整 。 景 物 的 描写 由 近 及 远 ， 由 小 到 大 ， 是 一 
幅 优美 的 水 墨 画 。 如 果 从 数学 的 角度 来 看 ， 这 首 诗 还 构造 了 一 个 含有 “点 、 线 、 
面 、 体 ”四 个 几何 基本 要 素 的 空间 图 形 。 第 一 名 “两 个 黄 酌 鸣 翠 柳 ”， 描 写 的 
是 两 个 “点 ”; 第 二 名 “一 行 白 览 上 青天 ”， 描 写 的 是 一 条 “ 线 ”;， 第 三 句 “ 窗 
会 西 岭 千秋 雪 ”， 描 写 的 是 一 个 “ 面 ”; 第 四 句 “ 门 泊 东 吴 万 里 船 ”， 描 写 的 
是 一 个 “空间 体 ”。 此 处 表现 的 时 空 之 幽 远 ， 和 凭借 数字 深化 了 时 空 意境 ， 与 平 
面 的 无 限 延伸 有 异曲同工 之 妙 ， 营 造 出 了 一 种 难以 言 表 的 美妙 意境 。 


大 
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> “诗情画意 ”与 “几何 图 形 ” 


唐 代 大 诗人 王 维 的 诗 素 有 “ 诗 中 有 画 ” 的 美誉 ， 他 的 《使 至 塞 上 》: 


单车 和 欲 问 边 ， 属 国 过 居 延 
EE RR, IAMAWR, 
大 漠 孤 烟 直 ， 长 河 落日 贺 
HREM, MPERR, 


OO 


这 是 王 维 奉 命 赴 边 疆 奈 问 将 士 途中 所 作 的 一 首 纪 行 诗 ， 记 述 了 出 使 塞 上 的 
旅程 以 及 旅程 中 所 见 的 塞外 风光 。 颈 联 两 名 “大 漠 孤 烟 直 ， 长 河 落日 圆 ” 描 绘 
了 边 隆 大 漠 中 壮阔 雄 奇 的 景象 ， 境 界 阔 大 ， 气 象 雄 浑 。 然 而 ， 数 学 家 读 此 句 想 
到 的 是 : “将 那 荒 无 人 烟 的 戈壁 视 为 一 个 平面 ， 再 将 那 从 地 面 升 起 直上 云 直 的 
烟 气 柱 ( 实 际 上 是 龙卷风 卷 起 的 沙 尘 ) ， 看 成 一 条 垂直 于 平面 的 直线 。 如 果 再 
将 “ 远 处 横 卧 的 长 河 视 为 一 条 直线 ， 那 临近 河面 逐渐 下 沉 的 一 轮 落 日 视 为 一 个 
圆 ”， 那 么 “长 河 落日 圆 ” 在 数学 家 的 眼中 便 是 一 个 圆 切 于 一 条 直线 了 。 上 
面 几 张 图 分 别 是 从 诗人 和 数学 家 眼中 看 到 的 图 景 ， 一 个 充满 诗意 ， 一 个 极 具 抽 
象 。 这 是 诗人 与 数学 家 心灵 的 相通 ， 是 诗 情 与 抽象 的 巧妙 结合 。 


@ 
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> 诗 中 的 几何 透视 
李白 的 《 送 孟 浩然 之 广陵 》: 


KADER AYE, 
烟花 三 月 下 扬州 。 
孤 帆 远 影 碧 空 尽 ， 
唯 见长 江天 际 流 。 


在 柳 如 烟 ， 花 似 锦 的 三 月 时 节 ， 黄 稚 楼 下 ， 李 和 白 送别 将 要 远 行 扬州 的 好 友 
孟浩然 , 一 片 孤 帆 , 伴随 友人 飘 向 水 天 相连 的 远方 , 直至 帆影 消失 在 莫 空 尽头 。 
诗人 将 深厚 的 感情 寓于 动人 的 景物 描绘 之 中 。 这 时 ， 在 我 们 脑海 里 浮现 出 一 幅 
“一 叶 孤 舟 随 着 江 流 远 去 ， 帆 影 在 逐渐 缩小 ， 最 终 消失 在 水 天 一 际 之 中 ”的 图 
景 ， 几 何 构图 中 的 “透视 ”也 就 融合 在 这 美的 诗意 中 了 。 


> 诗 中 的 四 维 时 空 
初 唐诗 人 陈 子 昂 的 《 登 幽 州 台 歌 》: 


前 不 见 十 人 ， 后 不 见 来 者 ， 
念 天 地 之 悠悠 ， 独 恰 然 而 涕 下 。 


这 首 短 诗 , 深刻 地 表现 了 诗人 怀才不遇 、 
疲 寞 无 聊 的 情绪 。 感 叹 天 地 之 宏大 ， 时 间 之 
遥远 ， 觉 人 生 之 短暂 ， 视 野 之 狭隘 。 这 是 古 
人 对 时 间 和 空间 看 法 的 文学 表述 。 

然而 ， 从 数学 角度 来 看 ， 这 又 是 一 首 抒 


@ 
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发 时 间 和 空间 感知 的 佳 句 。 诗 人 以 自己 为 原点 ，“ 前 不 见 古 人 ” 指 时 间 可 以 延 
伸 到 负 无 穷 大 ，“ 后 不 见 来 者 ” 则 意味 着 未 来 的 时 间 是 正 无 穷 大 ， 后 两 句 则 从 
天 、 地 层面 描写 三 维 的 现实 空间 。 全 诗 将 时 间 和 空间 放 在 一 起 思考 ， 感 到 自然 
之 伟大 ， 从 而 产生 敬 导 之 心 ， 以 致 恰 然 涕 下 。 

这 是 时 间 和 三 维 欧 几 里 得 空间 的 文学 描述 ， 此 诗 的 意境 正 与 爱 因 斯 坦 的 四 
维 时空 学 说 相 衔接 。 数 学 正 是 把 这 种 人 生 感 受精 确 化、 形式 化 。 


Xo bes, es 一 人 
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现在 人 们 一 提 到 “游戏 ”， 首 先 想到 的 是 电脑 游戏 。 其 实 ， 游 戏 本 身 是 文 
娱 活动 的 一 种 ， 它 分 为 智力 游戏 和 活动 性 游戏 ， 前 者 是 发 展 智力 的 ， 后 者 是 发 
展 体力 的 。 

数学 游戏 既是 数学 问题 又 是 一 种 游戏 , 同时 具备 知识 性 、 趣 味 性 和 娱乐 性 。 
我 们 首先 来 看 下 面 一 个 小 游戏 。 


有 一 种 由 来 已 久 的 酒吧 赚钱 的 方法 ， 需 要 三 个 茶杯 和 一 个 “傻瓜 ” (一 个 
在 酒吧 喝 得 有 点 高 ， 容 易 轻信 他 人 的 人 ) 。 
“ 行 骗 者 ”将 三 个 茶杯 (或 玻璃 杯 ) 正 放 在 吧台 上 。 


他 将 中 间 的 那 只 茶杯 倒 过 来 ， 如 下 图 所 示 : 


然后 他 解释 说 ， 现 在 他 只 挪动 3 次 就 能 把 三 个 杯子 都 倒 过 来 放 ， 其 中 每 次 
挪动 恰好 颠倒 两 个 杯子 。 它 们 不 必 相 邻 ， 任 何 两 只 都 可 以 。 (当然 ， 一 次 挪动 
就 可 以 完成 这 件 事 一 一 把 两 边 的 杯子 倒 过 来 就 可 以 ， 但 规定 使 用 三 步 就 是 这 种 
误导 的 一 部 分 。) 


@ 
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这 3 次 的 挪动 过 程 分 别 是 : 


“ 行 骗 者 ”开始 戏弄 那个 “傻瓜 ”。 他 漫不经心 地 将 中 间 的 茶杯 正 过 来 ， 


得 到 如 下 情形 : 
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并 请 “傻瓜 ”重复 这 个 游戏 ， 小 赌 一 把 以 增加 趣味 性 。 

奇怪 的 是 , 无论 “傻瓜 ”怎么 挪动 ， 杯 子 都 不 听话 。“ 傻 瓜 ” 没 有 注意 到 ， 
初始 的 位 置 已 被 “ 行 骗 者 ”偷偷 地 改变 了 。 即 使 他 注意 到 了 这 一 改变 ， 可 能 
没 意 识 到 这 一 改变 带 来 的 灾难 性 后 果 。 这 组 正 放 着 的 茶杯 的 奇偶 性 〈 奇 / 偶 ) 
已 经 从 偶数 变 成 了 奇数 。 由 于 每 次 挪动 恰好 颠倒 两 个 杯子 ， 所 以 每 次 挪动 都 保 
留 这 个 奇偶 性 。 初 始 正 放 着 的 茶杯 为 偶数 的 仍然 是 偶数 ， 奇 数 的 仍然 是 奇数 。 
在 第 一 次 , 起 始 位 置 的 奇偶 性 是 偶数 ， 最 终 要 求 的 位 置 也 是 如 此 ; 而 在 第 二 次 ， 


三 次 做 不 到 ， 而 且 无 论 挪 动 多 少 次 都 做 不 到 。 

这 个 问题 可 以 推广 ， 与 酒吧 的 场景 略微 有 些 区 别 。 由 此 产生 的 谜 题 用 的 是 
同样 的 原理 ， 但 是 更 简洁 。 

CD) mit 11 个 茶杯 开始 ， 全 部 倒 放 。 规 则 是 必须 进行 一 系列 挪动 
每 次 挪动 恰好 颠倒 4 个 杯子 , 它们 不 一 定 要 相 邻 。 目 标 是 让 这 11 个 杯子 都 正 放 
你 能 做 到 吗 ? 如果 能 ， 完 成 这 个 任务 最 少 需 挪动 多 少 次 ? 


第 一 入 数字 游戏 


加 一 、 迷 人 的 幻 方 


哈代 曾经 写 道 : “数学 家 就 像 是 画师 或 诗人 ， 他 们 的 
职责 就 是 制造 模式 。” 即 使 以 数学 的 标准 来 评判 ， 仍 可 以 
说 约 方 具有 非常 有 趣 的 模式 。 它 们 介 于 高 度 符号 化 的 数学 


@ 
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和 谜 题 爱好 者 们 所 钟爱 的 迷人 模式 之 间 。 

幻 方 是 一 个 方形 的 表格 ， 其 中 每 一 格 中 写 入 了 各 不 相同 的 整数 ， 从 而 使 得 
每 一 行 、 每 一 列 以 及 对 角 线 上 的 数字 之 和 相等 。 

从 技术 角度 来 讲 ， 仅 包含 1 行 1 列 的 方 格 也 是 幻 方 ， 但 是 一 般 来 说 ， 我 们 
都 会 将 其 忽略 。 包 含 2 行 2 列 的 方 格 不 可 能 是 幻 方 。 如 果 存在 这 
样 的 幻 方 ， 我 们 可 以 得 到 图 中 所 示 的 形式 。 由 于 每 行 和 每 列 的 数 
字 之 和 都 相等 ， 因 此 有 a+b=atc， 这 就 意味 着 =c， 与 表格 中 的 所 
有 数字 各 不 相同 相 矛 盾 。 

标准 的 幻 方 其 实 是 3X3 的 方 格 ,也 就 是 说 , 方 格 中 填写 的 数字 是 1，2，3， 
4, 5, 6, 7, SURI 

对 于 这 样 一 个 小 方 格 ， 可 以 通过 “试验 法 ”构建 出 一 个 3X3 的 幻 方 ， 但 
是 我 们 还 是 先进 行 一 些 推导 ， 以 帮助 我 们 更 快 地 将 它 构建 出 来 。 如 果 我 们 将 方 
格 中 的 所 有 数字 相 加 ， 将 得 到 

14+2+3+4+5+6+7+8+9=45 

这 个 总 和 等 于 方 格 中 每 一 行 数字 之 和 的 总 和 ， 也 就 是 说 ， 每 一 行 〈 以 及 每 

一 列 、 每 条 对 角 线 ) 上 的 数字 之 和 必须 等 于 15。 现 在 我 们 来 


b 


d 


4|9|2 
看 一 下 最 中 间 的 格子 一 一 不 妨 称 为 <。 中 间 1 行 和 中 间 1 列 ， cles 
以 及 两 条 对 角 线 都 包含 c。 如 果 我 们 将 这 4 条 线 上 的 数字 相 加 ， elale 


将 得 到 15S+15+15+15=60， 而 这 个 数 必须 等 于 所 有 数字 之 和 再 
加 3 倍 的 <。 根据 等 式 3c+45=60 可 得 知 ，c 必然 等 于 5。 


九 官 格 ， 起 源 于 河 图 洛 书 ， 河 图 与 洛 书 是 中 国 古 代 流传 下 来 的 两 幅 
神秘 图 案 , 历来 被 认为 是 河 洛 文化 的 滥 筋 ， 中 华文 明 的 源头 ,被 誉 为 “ 字 


窗 魔 方 ”。 河 图 上 ， 排 列 成 数 阵 的 黑 点 和 白 点 ， 蕴 藏 着 无 穷 的 奥秘 ; 洛 
书 上 的 图 案 正 好 对 应 着 1 一 9 九 个 数字 ， 并 且 无 论 是 纵向 、 横 向 、 斜 向 ， 
三 条 线 上 的 三 个 数字 其 和 沸 等 于 15， 当 时 人 们 并 不 知道 ， 这 就 是 现代 数 
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va 


学 中 的 三 阶 幻 方 ， 人 们 把 这 个 神秘 的 数字 排列 称 为 九 官 图 。 九 官 图 被 认 
为 是 中 国 古人 数学 思维 的 结晶 ， 是 中 国 古 代 文明 的 重要 里 程 碑 。 

在 《 射 雕 英雄 传 》 中 黄 莹 曾 破解 九 官 格 , CR: 戴 九 履 一 , 左 三 右 七 ， 
“WAR, AKAR, HEPR. 


标准 的 幻 方 也 称 为 三 阶 幻 方 。 如 果 用 九 个 同样 的 三 阶 幻 方 拼接 成 9X9 的 
正方 形 方 格 ， 共 有 81 个 方 格 。 每 一 个 三 阶 幻 方 在 这 里 就 是 小 九宫 格 ， 每 个 小 
九宫 格 之 间 用 粗 线 分 开 ， 根 据 位 置 依次 编号 ， 取 1 一 9 的 9 个 数字 为 一 组 共 9 
组 数字 ， 填 满 81 个 方 格 ， 使 其 满足 3 个 条 件 : 

(1) 每 一 行 都 是 1 一 9 的 不 同 数字 ， 没 有 重复 数字 ; 
(2) 每 一 列 都 是 1 一 9 的 不 同 数字 ， 没 有 重复 数字 ; 
(3) 每 一 个 小 九宫 格 都 是 1 一 9 的 不 同 数字 ， 没 有 重复 数字 。 

满足 这 三 个 条 件 ， 就 是 九 阶 数字 幻 方 ( 如 右 图 所 示 )〉 。 这 是 构成 九 阶 数 字 
约 方 的 充分 必要 条 件 。 5 

81 个 方 格 中 任何 一 个 方 格 改动 数字 ， 必 然 引 起 HE 
全 盘 “ 洗 牌 ”， 重 新 排列 ， 得 到 新 的 数字 约 方 , “A [6 
一 发 而 动 全身 ”。 那 么 ， 究 竟 存 在 多 少 不 同 的 九 阶 a 
数字 幻 方 呢 ? 中 国 的 严 德 人 先生 将 此 作为 学 术 课题 
进行 了 研究 ， 并 且 设 计 了 专用 的 软件 ， 终 于 得 出 了 Bi 
不 同 九 阶 数字 幻 方 的 数目 ， 竟 然 有 6.67X 107° 之 多 。 九 阶 数字 幻 方 
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> 六 角 幻 方 


科学 研究 就 是 这 样 富有 联想 性 ， 有 了 正方 形 约 方 以 后 ， 数 学 家 们 必然 会 追 
问 : 有 没有 多 角形 幻 方 ? 后 来 便 有 人 发 现 了 六 角 幻 方 。 
20 世纪 初 ， 美 国 数学 业余 爱好 者 克利 福特 。 亚当 斯 对 幻 方 着 了 迷 ， 他 


别出心裁 地 想 : 既然 有 正方 形 幻 方 ， 那 么 能 
排出 一 个 六 边 形 的 “六 角 幻 方 ”。 他 认为 只 
一 层 的 六 角 幻 方 是 不 存在 的 ， 肯 定 是 多 层 在 一 
起 ， 组 成 像 蜂窝 一 样 的 图 形 。 所 以 他 尝试 用 1 一 
19 个 连续 的 自然 数 排出 两 层 真 六 边 形 蜂窝 形状 
的 阵列 ， 在 其 中 填 入 1 一 19 个 数 ， 并 使 得 每 条 
直线 (包括 3 个 、 4 个、5 个 数 ) 的 数字 之 和 
都 相等 ， 等 于 38 (共有 15 组 数 之 和 ) 。 

当年 ， 年 轻 的 亚当 斯 在 伦敦 以 西 约 80 公里 的 一 个 铁路 公司 的 阅览 室 当 职 
员 , 他 白天 工作 , 晚上 研究 六 角 幻 方 。 为 了 排列 方便 , 他 特别 制造 了 19 块 小 纸板 ， 
从 1 到 19 进行 编号 ， 每 天 工作 之 余 他 就 像 下 
棋 一 样 来 排列 他 的 幻 方 。 从 1910 年 到 1962 年 ， 
亚当 斯 呕心沥血 地 研究 着 六 角 幻 方 ， 历 经 52 
年 ， 他 终于 得 出 了 答案 。 最 后 他 将 研究 成 果 发 
表 在 了 《科学 美国 人 》“ 数 字 游戏 ”专栏 。 

事情 本 该 就 此 画 上 了 句号 ， 但 是 追求 严谨 、 富 有 联想 的 数学 家 们 并 没有 止 
步 ， 他 们 不 停 地 探究 各 种 各 样 的 约 方 ， 如 矩形 幻 方 和 平方 幻 方 等 。 每 一 个 纪 方 
的 发 现 ， 都 是 一 个 动人 的 故事 。 
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> 平方 幻 方 


1876 年 法 国 数学 家 艾 得 混 。 卢 卡 斯 (Edouard Lucas) 提出 平方 幻 方 的 设 
想 ， 但 是 时 至 今日 还 没有 发 现 一 个 3X3 的 平方 幻 方 ， 
尽管 有 一 个 平方 幻 方 已 经 非常 接近 了 ， 如 右 图 所 示 。 
这 个 方 格 的 所 有 行 、 列 及 其 中 一 条 对 角 线 上 的 数字 之 
和 都 等 于 21 609， 但 是 另 一 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 却 
等 于 1272 +113? +97? =38 307。 


LaF 467 58? 


2? 113? 94? 


14 82? oP 
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加 二 、 数 独 


数 独 是 源 自 18 世纪 瑞士 的 一 种 数学 游戏 。 是 一 种 运用 纸 、 笔 进行 演算 的 
逻辑 游戏 ,玩家 需要 根据 9X9 盘 面 上 的 已 知 数字 , 推理 出 所 有 剩余 空格 的 数字 ， 
并 满足 每 一 行 、 每 一 列 、 每 一 个 粗 线 宫 (3X3) 内 的 数字 均 含 1 一 9， 且 不 重复 。 


数 独 盘面 是 个 九宫 , 每 一 宫 又 分 为 九 个 小 格 。 a6 
在 这 81 个 格 中 给 出 一 定 的 已 知 数字 和 解 题 条 件 ， |5| a] [4 
利用 逻辑 和 推理 ， 在 其 他 的 空格 中 填 入 1 一 9 的 “上 | 上 有 人 
数字 ， 使 1 一 9 每 个 数字 在 每 一 行 、 每 一 列 和 每 |213| 19| 11| 1517 
一 宫 中 都 只 出 现 一 次 ， 所 以 又 称 “ 九 宫 格 ”， 如 “和 二 和 站 二 
右 图 所 示 。 6 


数 独 起 源 于 18 世纪 初 瑞士 数学 家 欧 拉 等 人 研究 的 拉丁 方 阵 (Latin 
Square) 。19 世纪 80 年 代 ， 一 位 美国 的 退休 建筑 师 格 昂 斯 (Howard Garns) 
根据 这 种 拉丁 方 阵 发 明了 一 种 填 数 趣味 游戏 ， 这 就 是 数 独 的 雏形 。20 世纪 70 
年 代 ， 人 们 在 美国 纽约 的 一 本 益 智 杂志 Math Puzzles and Logic Problems 上 发 
现 了 这 个 游戏 ， 当 时 它 被 称 为 填 数 字 (Number Place) ， 这 也 是 目前 公认 的 数 
独 最 早 的 版 本 。1984 年 一 位 日 本 学 者 将 其 介绍 到 了 日 本 ， 发 表 在 一 本 游戏 杂 
志 上 ， 并 改名 为 “Sudoku”， 其 中 “Su” 是 数字 的 意思 ，“doku” 是 单一 的 
意思 。 后 来 高 乐 德 (Wayne Gould) 1997 年 3 月 到 日 本 东京 旅游 时 ， 无 意 中 发 
现 了 “Sudoku”。 他 首先 在 英国 的 《泰晤士 报 》 上 将 其 发 表 ， 很 快 数 独 便 风靡 
全 英国 ， 之 后 他 又 用 了 6 年 时 间 编 号 了 电脑 程序 ， 并 将 这 套 程序 放 在 网 站 上 。 
最 近 爱 尔 兰 都 柏林 大 学 的 三 位 科学 家 用 计算 机 证 明了 : 九 阶 标准 数 独 至 少 必须 
留 有 17 个 数字 才能 有 唯一 解 。 

数 独 游戏 现 已 风靡 全 世界 ,该 游戏 益 智 健 脑 、 老少 皆 宜 ， 自 进入 中 国 以 来 ， 
受到 了 人 们 的 广泛 关注 和 喜爱 。 现 在 数 独 已 经 举办 了 国际 竞赛 ， 中 国 开展 数 独 
活动 比较 晚 ， 但 是 发 展 速 度 引 人 瞩目 。 


条 
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为 了 提高 趣味 性 和 竞技 性 ， 人 们 还 创造 出 了 丰富 多 彩 的 数 独 题目 ， 难 度 也 
更 大 。 

对 角 线 数 独 (Diagonal Sudoku) ， 在 标准 数 独 规则 基础 上 ， 两 条 大 对 角 线 
的 数字 不 重复 。 

迷你 数 独 〈Mini Sudoku) ， 由 一 个 4X4 或 6X6 网 格 组 成 ， 游 戏 的 目的 
是 将 空 方 格 填 上 数字 1 一 4 或 者 1 一 6。 

锯齿 数 独 (Jigsaw Sudoku) ， 相 对 标准 数 独 而 言 ， 其 “ 宫 ” 格 是 不 规则 的 ， 
玩家 需 在 对 应 的 锯齿 方 框 内 填 入 不 重复 的 9 个 数 或 NN 个 数 ， 并 保证 横 纵 也 不 
重复 。 

连 体 数 独 (Multi Sudoku) : 每 个 谜 题 都 由 两 个 或 者 更 多 的 数 独 网 格 重合 
组 成 ， 该 网 格 可 能 是 标准 数 独 谜 题 也 可 能 是 混合 类 型 的 数 独 谜 题 ， 这 些 网 格 都 
有 一 个 或 多 个 宫 重 个。 游戏 的 目的 是 通过 其 规则 将 每 个 网 格 均 解 出 。 重 合 的 区 
域 必须 同时 满足 其 所 在 网 格 的 规则 。 

AF BOR (Killer Sudoku) ， 在 标准 数 独 规则 的 基础 上 ， 每 个 虚线 框 左上 
重复 。 


三 、 天 敏 魔 格 


相传 ， 有 一 个 抽奖 贩子 ， 他 有 一 张 写 满 了 数字 的 方 格 纸 ， 身 旁 有 一 个 大 柜 


# 
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子 ， 有 很 多 个 抽 居 ， 每 个 抽 居 里 面 有 不 
同 数额 的 金子 ， 只 有 一 个 编号 为 33 号 ， 
名 称 为 “天 繁 魔 格 ”的 抽 尾 是 空 的 。 

抽奖 规则 是 : 在 写 满 了 数字 的 方 格 
纸 上 ， 如 下 图 所 示 ， 一 个 人 从 这 些 数字 
中 任 选 一 个 数 图 起 来 ， 并 把 这 个 数 所 在 
的 行 和 列 上 对 应 的 数 打上 又 ， 再 从 没有 被 打 又 的 数 TT S74 71s 1 
中 选 一 个 数 并 圈 起 来 ， 然 后 再 把 它 所 在 的 行列 上 的 
全 部 的 数 都 打上 叉 号 …… 经 过 反复 大 约 4 次 这 样 的 
操作 后 ， 将 最 后 的 数 圈 起 来 。 最 后 再 将 全 部 所 圈 起 
来 的 数 加 起 来 ， 就 是 抽 导 号码， 可 以 得 到 抽 居 里 相 
应 的 金子 。 

前 来 围观 的 人 都 跃跃欲试 ， 张 三 抢先 说 了 一 个 数字 8， 只 见 贩子 把 8 用 红 
笔 围 了 起 来 ， 然 后 把 8 模 排 和 竖 排 的 数字 全 部 叉 掉 。 贩 子 让 张 三 再 选 一 个 没有 


aa 被 又 掉 的 数字 ， 张 三 又 选 了 4, BETTI UU, 
本 子 又 把 4 所 在 的 横竖 两 列 上 的 数字 叉 掉 ， 张 三 又 先 
一 个 10， 贩 子 如 法 炮制 ， 张 三 又 选 了 一 个 5， 贩 子 
加 | 又 把 它 横竖 排 的 3 和 8 又 掉 ， 随 后 他 把 最 后 一 
六 | 3% 没 被 又 掉 的 6 圈 起 来 ， 说 ， “8+4+104546 正好 等 
x || 于 33, 33 号 抽 必 是 空 的 , 很 遗憾 , 你 没有 抽 到 奖 。” 


怎么 会 这 么 巧 呢 ? 33 号 抽 居 ， 恰 好 是 唯一 一 个 没有 金子 的 抽 层 。 其 他 的 
人 以 为 只 是 张 三 运 气 不 好 ， 谁 知道 ， 接 连 下 来 几 个 人 选中 的 数字 最 后 加 起 来 都 
是 33。 

真 的 是 这 样 吗 ? 到 底 为 什么 总 是 33， 而 33 号 抽 层 恰好 空 无 一 物 ? 那 张 方 
格 纸 究竟 又 有 什么 魔力 ? 这 些 数 与 “天 笋 魔 格 ” 有 什么 关系 ?你 也 不 妨 拿 出 纸 
和 笔 ， 自 己 尝 试 一 下 ， 看 看 最 后 的 结果 是 不 是 都 是 33。 
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有 人 将 这 些 数 的 顺序 调换 位 置 后 ,结果 发 现 得 数 是 “33” Bh “34” 或 “28”。 
原来 ， 这 个 数字 游戏 颠倒 位 置 是 不 行 的 ， 少 数 或 添 数 也 是 不 行 的 。 

但 其 实 ,现象 背后 还 是 有 规律 可 循 的 ， 每 行 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 的 话 ， 
它们 都 是 差 为 1 的 等 差 数 列 。 整 个 表格 中 0 所 在 的 那 行 数字 代表 了 等 差 数 列 中 
哪个 大 哪个 小 ，0 那 一 列 的 数字 在 每 一 行 的 等 差 数列 中 是 最 小 的 ，4 所 在 的 那 
列 是 最 大 的 ， 并 且 0 这 列 的 数字 之 和 再 加 10 正好 等 于 33。 

根据 这 个 规律 ， 表 格 也 能 做 成 让 所 得 的 数字 之 和 为 别 的 数 ， 比 如 100。 

首先 在 任意 一 行 上 写 0 一 4 的 五 个 数字 , 顺序 随意 。 比如 写 的 是 “2、0、4、1、 
3”， 用 所 选 定 的 数字 100 减 去 10 得 到 90， 任 意 挑 选 加 起 来 为 90 的 4 个 数字 ， 
比如 说 18，23，31，18， 将 它们 写 在 0 的 那 一 列 
上 。 在 23 这 一 行 找到 1 那 一 列 所 在 的 位 置 加 1， 
写 24; 在 2 那 列 所 在 的 位 置 加 2， 写 25; 3 那 列 
所 在 的 位 置 加 3， 写 26; 4 那 列 所 在 的 位 置 加 4， 
写 27。 其 他 每 行 同样 操作 ， 就 得 出 了 数字 和 为 100 
的 天 笋 魔 格 ， 见 右 图 。 


18 | 22 | 19 | 21 


23 | 27 | 24 | 26 


31 | 35 | 32 | 34 


18 | 22 | 19 | 21 


CD) 若 要 数字 加 起 来 总 和 为 31 的 话 ， 则 该 如 何 填 数 呢 ? 


二 节 拼图 游戏 


国 一 、 七 巧 板 


七 巧 板 又 称 七 巧 图 、 智 慧 板 ， 是 中 国民 间 流 传 的 智力 玩具 。 其 历史 至 少 可 
以 追溯 到 公元 前 一 世纪 ， 宋 代 时 就 很 盛行 ， 到 了 明代 则 基本 定型 ， 后 流传 至 欧 


大 
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美 被 誉 为 “ 唐 图 ”， 深 受 世界 各 国人 民 喜 爱 。 

七 巧 板 是 由 七 块 板 组 成 的 一 个 完整 正方 形 ， 
其 中 有 五 块 等 腰 直 角 三 角形 (两 块 小 形 三 角形 、 
一 块 中 形 三 角形 和 两 块 大 形 三 角形 ) 、 一 块 正方 
形 和 一 块 平行 四 边 形 。 

这 七 块 板 可 拼 成 许多 图 形 约 〈1 600 种 以 上 ) ， 如 三 角形 、 平 行 四 边 形 、 
不 规则 多 边 形 等 ， 玩 家 也 可 以 把 它 拼 成 各 种 人 物 、 植 物 、 动 物 、 桥 、 房 、 塔 等 。 
通常 是 在 拼 成 图 形 以 后 ， 把 外 围 轮廓 描 下 来 ， 里 面 全 部 涂 黑 ， 当 看 不 出 拼接 的 
痕迹 后 ， 让 别人 去 重新 尝试 用 七 巧 板 拼 成 这 样 的 图 形 。 

七 巧 板 可 一 人 玩 ， 也 可 多 人 进行 比赛 。 利 用 七 巧 板 可 以 阐明 若干 重要 几何 
关系 ， 其 原理 便 是 古代 算术 中 的 “出 入 相 补 原理 ”。 


> mea 


100 多 年 前 ， 清 代 童 叶 庚 对 七 巧 板 和 蝶 几 图 进 
行 研究 后 ， 首 创 用 15 块 拼 板 构成 《 益 智 图 》 玩 具 ， 
它 与 七 巧 板 相 比 ， 增 加 了 半圆 形 、 拱 形 、 梯 形 及 直 
角 尺 形 ， 使 拼接 的 变化 更 复杂 、 更 有 趣 。 

益 智 图 游戏 规则 : 在 每 一 个 游戏 中 ， 指 定 区 域 
为 图 形 或 中 文 汉字 ， 你 必须 将 全 部 十 五 块 图 板 互 不 
重合 地 放 入 指定 区 域 ， 而 且 图 板 组 合 的 外 部 轮廓 必 益 智 图 
须 与 指定 区 域 形状 一 致 。 你 可 以 任意 移动 ， 旋 转 或 翻转 每 一 图 板 。 


国 二 、 十 五 子 棋 


在 一 块 扁平 的 木 框 里 ,有 15 块 可 移动 木片 ,分 别 写 着 1 一 15 的 数字 。 开 始 时 ， 
数 的 排列 如 下 图 左边 所 示 ， 除 了 14、15 两 个 顺序 颠倒 以 外 ， 其 余 的 数 都 是 按 
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大 小 顺序 排列 好 的 ， 空 格 在 右 下 角 。 游 戏 目标 是 通过 移动 木片 ， 将 14、15 两 
个 方块 按 顺 序 排 好 ， 如 下 图 右边 所 示 。 与 空格 相 邻 的 木片 可 以 滑动 进 空格 ， 空 
出 新 的 格子 。 当 然 ， 不 允许 把 木片 从 框 中 取出 。 怎 样 移动 可 以 做 到 呢 ? 


“十 五 子 棋 ”游戏 是 美国 谜 是 与 智力 玩具 专家 劳 埃 
德 于 1878 年 在 西方 “ 重 排 十 五 游戏 基础 上 改进 设计 的 。 
与 “十 五 子 棋 ”的 玩法 类 似 ， 中 国 古代 有 “好 汉 排 座 ” 
游戏 ， 取 材 于 《水 浒 传 》 梁 山 英雄 排 座次 的 故事 。 中 国 
古代 类 似 的 游戏 还 有 很 多 , 如 “华容 道 ”“ 牛 郎 织女”"“ 五 
子 登科 ”等 。 


> 华容 道 


“华容 道 ” 游 戏 源 于 《三 国 演义 》 中 曹操 败 走 华容 道 的 故事 。“ 华 容 道 ” 
游戏 的 玩法 是 通过 移动 各 个 棋子 ， 帮 助 曹操 从 初 
始 位 置 移 到 棋盘 最 下 方 中 部 ， 从 出 口 逃 走 。 不 多 
许 跨越 棋子 ， 还 要 设法 用 最 少 的 步 数 把 曹操 移 到 
tho. 


“华容 道 ”是 古老 的 汉族 民间 益 智 游戏 ， 以 
其 变化 多 端 、 百 玩 不 厌 的 特点 与 “魔方 ”“ 独 
立 钻石 棋 ” 一 起 被 国外 智力 专家 并 称 为 “智力 
游戏 界 的 三 个 不 可 思议 ”。 它 与 七 巧 板 、 九 连 
环 等 汉族 传统 益 智 游戏 并 称 为 “中 国 的 难题 ”。 
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“华容 道 ”游戏 又 有 很 多 发 展 ， 在 国内 外 产生 了 很 多 类 似 的 游戏 ， 如 推 箱 
子 游戏 。 目 前 “华容 道 ” 游 戏 中 的 “ 横 刀 立马 ”布局 (关羽 立马 华容 道 ， 一 夫 
当 关 ， 万 夫 英 开 ， 如 上 图 所 示 ) 最 快走 法 在 中 国 是 100 步 ， 在 日 本 是 82 步 。 
后 来 美国 人 用 计算 机 ， 使 用 穷 举 法 找 出 了 最 短 解法 : 81 步 。 


> 牛郎织女 


“牛郎织女 ”是 中 国 最 著名 的 民间 传说 之 一 ，“ 牛 郎 织女 ”游戏 取材 于 这 
个 故事 中 更 桥 相 会 的 一 段 。 游 戏 规则 : 通过 移动 滑 块 的 方法 使 居于 两 角 的 “和 牛 
郎 ” 和 “织女 ”最 终 拼 到 一 块 ， 如 下 面 左 图 。 


> 五 子 登科 


CRE + SAE) WR: RABBLE. Sil. HB. ABE 
及 第 ， 故 称 “五子 登 科 ”。“ 五 子 登科 ”游戏 初始 时 ，5 个 凤凰 图 块 在 中 间 一 行 ， 
五 个 童子 则 分 居 右 上 角 和 左下 角 。 游 戏 的 目标 是 让 五 个 童子 在 中 间 排 成 一 行 ， 
5 个 凤凰 图 块 则 排 在 左上 角 和 右 下 角 ， 如 下 面 右 图 。 


牛郎织女 

1934 年 ， 在 美国 诞生 了 第 一 例 五 胞 胎 兄妹 ， 这 成 了 美国 的 一 件 喜事 。 作 

为 庆祝 形式 之 一 ， 法 带 冈 特 设计 了 一 款 名 为 “五 胞 胎 排 队 游戏 ”的 玩具 ， 即 为 
一 款 与 “五 子 登科 ”类 似 的 滑 块 游戏 。 
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国 三 、 福 斯 特 的 遗嘱 


福 斯 特 去 世 前 留 下 遗嘱 ， 声 明 把 他 的 
财产 均 分 ， 留 给 他 的 5 个 兄弟 姐妹 Ann、 
Dan, Jan, Nan 和 Van。 不 幸 的 是 ， 他 的 
兄弟 姐妹 们 相处 不 好 ， 事 实 上 ， 他 们 相互 
痛恨 ， 以 至 于 让 他 们 任何 两 个 共处 一 室 都 
是 一 件 很 不 明智 的 事情 。 = 

在 福特 斯 的 公寓 里 ， 律 师 准 备 公 布 他 的 遗嘱 。 公 寓 布 局 如 下 图 所 示 ， 律 师 
让 Ann 在 厨房 , Dan 在 餐厅 , Jan 在 书房 ，Nan 在 卧室 ,Van 在 卫生 间 进 行 等 待 。 
但 Van 坚持 要 在 厨房 ， 而 Ann 则 想 去 卫生 间 。 人 律师 如 何 能 用 最 少 的 移动 次 数 
完成 安排 ， 并 在 整个 过 程 中 没有 任何 两 个 人 见面 呢 ? (其 他 人 不 需要 在 原来 等 
待 的 房间 ) 


餐厅 书房 卧室 
厨房 门厅 卫生 间 


首先 ， 将 5 人 用 字母 代替 ， 画 一 个 表格 ， 他 们 各 自 的 位 置 如 下 图 左边 
所 示 : 


A | V V ? A 


目标 该 如 何 移动 ， 可 以 让 A、YV 位 置 对 调 。 可 以 选择 顺 时 针 或 者 逆 时 针 。 
我 们 可 以 用 一 个 5 元 组 (D，J，N，A，V) 对 应 这 五 个 人 的 一 种 状态 : 
按照 顺 时针 的 顺序 把 数字 列 出 来 ， 忽 略 空格 。 这 5 个 字母 任何 一 种 顺序 ， 都 会 
成 为 一 个 排列 。 其 实 ， 要 让 Van 和 Ann 位 置 互 换 ， 最 少 需 要 12 步 才能 完成 ， 


@ 
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顺序 如 下 图 所 示 : 
D J N 第 1 步 D J N 
A Vv A V 
第 2 步 | D J 第 3 步 D J 
A Vv N A Vv N 
第 4 步 | D V J 第 5 步 D V J 
A N A | N 
第 6 步 V J 第 7 步 V J 
D A N D A | N 
第 8 步 | V J 第 9 步 V J N 
D A N D A 
第 10 步 | V J N 第 ll 步 | V J N 
D A D A 
最 后 ，Ann 在 卫生 间 ，Dan 在 
门厅 ，Jan 在 书房 ，Nan 在 卧室 ， 
第 12 步 J N Van 在 厨房 。 
V D A 这 个 问题 还 有 其 他 解法 吗 ? 
你 也 可 以 拿 起 纸 和 笔试 一 试 。 


GP) 猜 电影 的 数学 游戏 分 
下 面 这 些 有 趣 的 图 片 , 每 一 幅 小 图 都 代表 了 一 部 被 数学 语言 所 诠释 的 电影 ， 
你 能 猜 出 这 些 电影 的 名 字 吗 ? 


& 


Ou 
Ot 


-—aV*u=0 
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(11) (12) 


[ cos G sin @ 
sin @ cos @ 


(23) (24) 


E ii 


3 .1751NES9 KE 
ds 
dt 
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(33) (34) 


(35) (36) 


— 


三 节 概率 游戏 


国 一 、 庄 家 会 输 吗 ? 
某 地 区 每 逢 春节 ， 都 流行 一 种 对 图 有 奖 的 游戏 。 通 常 在 一 张 白布 的 上 方 设 


有 一 个 标题 : “对 图 有 奖 ”。 在 标题 下 方 有 六 种 方 格 ， 方 格 里 面 有 葫芦 、 小 钱 、 
鸡 、 鱼 、 虾 、 螃 蟹 六 种 图 案 。 参 赌 者 把 钱 押 在 任意 一 个 方 格 里 作为 赌注 ， 钱 多 
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hn? 


DBE © PRN, FES/MB CREAN SLD TH EN SD 
ME-SRE, OORT. WRA-MR PSII, BARS IS 
OWT IF AS TA Rs WR AMR STI SEA, BBA PR SeIB] 
PRET FFAS EN: RAH MEP STIR ABI, ABA ese 
回 你 的 赌注 并 赢得 三 倍 赌注 的 钱 。 当 然 , WR = “MB ABCA TAP A I SS, 
赌注 就 归 庄 家 。 


举例 来 说 ， 假 如 你 在 有 鱼 的 方 格 中 押 上 10 元 ， 如 果 有 一 个 明 子 摇 出 来 有 
鱼 的 图 案 ， 你 拿 回 你 的 10 元 并 另外 得 到 10 元 ， 如 果 有 两 个 贷 子 摇 出 来 有 鱼 的 
图 案 , 你 拿 回 你 的 10 元 并 另外 得 到 20 元 ; 如 果 有 三 个 人 般 子 摇 出 来 有 鱼 的 图 案 ， 
你 拿 回 你 的 10 元 并 另外 得 到 30 元 。 

这 个 游戏 ， 参 赌 者 胜算 的 机 会 到 底 有 多 大 ， 似 乎 没 人 能 说 清 。 设 局 者 说 ， 
游戏 是 公平 的 ， 纯 属 娱 乐 ， 是 为 了 增加 节日 气氛 。 参 赌 者 可 能 会 想 ， 任 押 一 个 
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A, AMAT MOURNE /6， 三 个 角 子 中 出 现 此 图 案 的 机 会 就 
是 3/6 了 ， 取 胜 的 机 会 不 就 是 50% 吗 ? 由 此 说 来 ， 这 个 游戏 是 公平 的 ， 只 是 
赁 运气 了 。 当 然 ， 设 局 的 庄家 希望 参 赌 者 都 这 么 想 。 

那么 我 们 从 概率 论 的 角度 来 对 其 进行 分 析 : 

假设 在 六 个 不 同 图 案 的 方 格 中 都 押 上 10 元 ， 如 果 三 个 蜗 子 出 现 互 相 不 同 
的 图 案 , 那么 庄家 总 是 拿 进 30 元 并 付出 30 元。 如果 两 个 角子 出 现 相 同 的 图 案 ， 
庄家 则 拿 进 40 元 并 付出 30 元 ， 他 就 赚 了 10 元 。 如 果 三 个 仍 子 图 案 都 相同 ， 
庄家 拿 进 50 元 并 付出 30 元 ， 那 他 就 赚 了 20 元 。 久 而 久之 ， 一 个 参 赌 者 无 论 
在 哪个 方 格 押 注 ， 都 会 输 钱 。 

假设 参 赌 者 在 图 案 为 鱼 的 方 格 上 押 注 10 70. RAN, BEF LR 
1 条 鱼 、2 条 鱼 、3 条 鱼 、 不 出 现 鱼 的 概率 分 别 是 


75 __ SG _ 
Cy 216 7 Cy 216 
1 1 125 


> (CY 216 


a (PRP en 


以 X 次 押 注 计算 ， 赢 得 10 7G. 20 7G. 30 元 、-10 元 的 次 数 分 别 为 NPi、 
NP,、NP;、NPo， 平 均 收益 为 


10NP,+20NP,+30NP,+(-10)NP, 
N 


=10P,+20P,+30P,+(-10)P,=-0.79 


即 平均 每 次 输 掉 0.79 元 。 
所 以 说 ， 还 是 庄家 的 胜算 更 大 ， 这 个 游戏 其 实 并 不 公平 。 


赌 徒 输 光 定理 
在 “公平 ”的 赌博 中 ,任意 一 个 赌 徒 者 有 可 能 会 赢 。 谁 输 谁 赢 是 偶然 的 。 
只 要 长 期 赌 下 去 ， 必 然 有 一 天 会 输 光 。 


& 
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图 二 、 我 们 的 生日 相同 吗 ? 


以 1 年 365 天 计算 (不 考虑 闽 年 因 
素 ) ， 如 果 你 肯定 在 某 人 群 中 至 少 有 两 
人 生日 相同 ,那么 这 群 人 的 个 数 是 多 少 ? 
大 家 不 难得 到 结果 : 366 人 ， 只 要 人 数 超 
过 365 人 ， 必 然 会 有 人 生日 相同 。 但 如 
果 一 个 班 有 50 个 人 ， 他 们 中 间 有 人 生日 
相同 的 概率 是 多 少 ? 你 可 能 会 认为 ， 大 
概 20% ~ 30% 吧 ! 错 ， 有 97% 的 可 能 ! 

现在 要 使 房间 中 至 少 有 两 个 人 存在 生日 相同 的 概率 大 于 50%， 房 间 里 需 
要 有 多 少 人 呢 ? 要 使 这 一 概率 大 于 90%， 又 需要 有 多 少 人 呢 ? 

解答 此 题 的 一 种 方法 是 逆向 思考 这 一 问题 ， 考 虑 在 特定 人 数 的 情况 下 ， 不 
存在 生日 相同 的 概率 。 如 果 房 间 中 只 有 一 个 人 , 由 于 不 存在 与 之 共享 生日 的 人 ， 
因此 一 定 没有 相同 生日 。 在 这 种 情况 下 ， 不 存在 相同 生日 的 概率 为 1。 必 定 会 
发 生 的 事件 的 概率 为 1。 而 另 一 个 极端 ， 当 房间 中 有 367 个 人 时 ， 由 于 没有 足 
够 多 的 生日 ， 因 此 必定 至 少 存在 一 个 相同 生日 。 

现在 ， 假 设 第 二 个 人 进入 此 房间 。 此 人 与 第 一 个 进入 此 房间 的 人 生日 不 同 
的 概率 为 365/366 或 0.997， 相 同 生日 的 概率 为 1-0.997=0.003。 因 为 有 366 个 
可 能 的 生日 ， 而 只 有 一 个 与 第 一 个 人 的 生日 相同 。 

如 果 房 间 中 前 两 个 人 的 生日 不 同 ， 此 时 第 三 个 人 走 进来 ， 已 经 有 两 个 生日 
被 占用 了 ， 因 此 第 三 个 人 与 其 室友 的 生日 均 不 相同 的 概率 为 364/366， 这 三 个 
人 生日 各 不 相同 的 概率 为 1X(365/366)X(364/366)= 0.992， 仍 大 于 99%。 因 此 ， 
房间 中 有 3 个 人 时 ， 存 在 相同 生日 的 概率 为 1-0.992=0.008， 低 于 1%。 

可 以 继续 计算 人 数 为 任意 值 时 生日 各 不 相同 的 概率 : 

1 X (365/366) X (364/366) X (363/366) X (362/366)*… 
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情况 随 人 数 的 增加 而 迅速 变化 。 房 间 中 有 10 个 人 时 ， 存 在 相同 生日 的 概 
KT 10%。 用 超级 精度 软件 (小 数 点 后 无 失真 记录 到 38 位 ) 计算 得 到 存在 
相同 生日 的 概率 如 下 : 

50 人 时 的 概率 是 : 0.970 373 579 577 988 399 918 655 204 368 403 865 88 


41 人 时 的 概率 是 : 0.903 151 611 481 735 401 739 288 507 233 671 568 02 
35 人 时 的 概率 是 : 0.814 383 238 874 715 232 759 395 290 782 250 438 34 
30 人 时 的 概率 是 : 0.706 316 242 719 268 659 956 239 658 677 303 661 81 
23 人 时 的 概率 是 : 0.507 297 234 323 985 407 225 417 228 337 032 500 25 
也 就 是 说 ， 房 间 中 有 23 个 人 时 ， 存 在 相同 生日 的 概率 略 大 于 50%， 当 人 
数 达到 41 人 时 ， 此 概率 超过 90%， 当 人 数 达到 50 人 时 ， 此 概率 超过 97%。 
但 是 ， 如 果 换 一 个 角度 ， 要 求 你 遇 到 的 人 中 至 少 有 一 人 和 你 生日 相同 的 概 
率 大 于 50%， 你 最 少 要 遇 到 253 人 才 行 。 
因为 你 与 另 一 个 人 生日 不 同 的 概率 为 364/365， 你 与 其 他 -1 个 人 生日 不 
同 的 概率 为 P= (364/365)”"， 相 同 概率 为 (1-P)。 当 n=254 时 ， 生 日 相同 的 概 
率 为 50.05%>1/2。 


我 们 还 可 以 来 看 一 些 有 趣 的 数字 : 

当 n=14 时 ， 就 能 保证 房间 里 有 2 个 人 生日 相差 1 天 的 概率 大 于 1/2; 

当 n=32 时 ， 即 16 个 男生 和 16 个 女生 ， 才 能 保证 房间 里 有 1 个 男生 和 1 
个 女生 生日 相同 的 概率 大 于 1/2; 

当 n=88 时 ， 才 能 保证 房间 里 有 3 个 人 生日 相同 的 概率 大 于 1/2; 

当 n=1 000 时 ， 才 能 保证 房间 里 有 9 个 人 生日 相同 的 概率 大 于 1/2; 


上 述 “ 生 日 相同 ”问题 ， 类 似 于 将 小 球 放 入 不 同 的 隔 间 里 的 “ 占 位 问题 ”。 


对 于 生日 问题 ， 隔 间 的 数目 就 是 一 年 的 天 数 365, 小 球 对 应 “人 ”, 男生 与 女生 ， 
则 对 应 两 种 不 同 颜色 的 小 球 。 


区 
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@ 三 、 蓝 色 眼 睛 会 消失 吗 ? 


假设 眼睛 的 颜色 是 由 B 和 两 个 因子 决 
定 的 (B 是 棕色 眼睛 因子 ， 显 性 因子 ; b 是 
蓝 色 眼 睛 因子 ， 隐 性 因子 ) ， 每 个 人 都 携带 
bb、bB 和 BB 三 种 基因 型 中 的 一 种 。 

例如 ， 在 一 个 群体 中 ，20% 的 人 基因 型 是 bb，20% 的 人 基因 型 是 bB， 
60% 的 人 基因 型 是 BB。 只 有 纯 合 基因 型 bb 的 人 眼睛 才 是 蓝 色 的 。 随 机 配对 后 ， 
b 因子 遗传 的 概率 多 大 呢 ? 

由 于 b 因子 遗传 的 概率 (b 因子 在 bb、bB 和 BB 三 种 基因 中 的 占 比 ) 为 
20%+20%X0.5=0.3，B 因子 遗传 的 概率 为 0.7。 如 下 表 所 示 ， 下 一 代 中 基因 型 
bb 的 概率 为 0.09，BB 型 为 0.49， 杂 合 型 基因 bB 和 Bb 是 一 样 的 ， 该 基因 型 
出 现 的 概率 为 0.21+0.21=0.42。 


EC aa 


Pe | mm | orxosom | Be | 07x070% | 
因 B 是 显 性 因子 ,下 一 代 中 共有 42% 十 49%=91% 的 人 眼睛 为 棕色 ,只 有 9% 
的 人 眼睛 是 蓝 色 。 即 
20%, 20%, 60% 
在 下 一 代 的 b Al B 因子 的 遗传 概率 为 
b: 0.09+0.42 X 0.5=0.3 


9%, 42%, 49% 


B: 0.5X0.42+0.49=0.7 
这 和 之 前 b 和 了 B 的 遗传 概率 相同 。 仍 然 是 


b B 


0.3X0.3=0.09 0.3X0.7=0.21 
0.7X0.3=0.21 0.7X0.7=0.49 
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那么 在 下 一 代 中 bb、bB 和 BB 基因 型 的 分 布 和 上 一 代 也 是 一 样 的 。 蓝 眼 
睛 的 基因 型 bb 不 但 不 会 灭绝 ， 而 且 其 比例 稳定 在 了 9%. 
20%, 20%, 60% 
上 述 遗 传 规律 由 英国 数学 家 哈代 和 德国 医师 威廉 。 温 伯 格 于 1908 年 同时 
发 现 。 


99%0，429%6，4996，…，99%0，429%6，4990 


哈代 一 温 伯 格 定律 ( 遗传 平衡 定律 ) 
在 理想 状态 下 ， 不 管 初始 时 因子 如 何 分 布 ， 
基因 型 的 比例 每 代 都 保持 恒定 ， 并 且 遗 传 概率 也 保 © G <9) 
持 恒 定 。 该 理想 状态 要 满足 5 个 条 件 : OMFR 3) 
够 大 ; @) 种 群 中 个 体 间 可 以 随机 交配 ; @ 没 有 突变 eB) 
RE; 图 没有 新 基因 加 入 ; @ 没 有 自然 选择 。 


《全 一 个 家 庭 中 有 两 个 小 孩 ， 已 知 其 中 有 一 个 是 女孩 ， 则 这 时 另 一 个 小 
孩 是 男孩 的 概率 是 多 少 ? (假定 一 个 小 孩 是 男孩 还 是 女孩 是 等 可 能 的 ) 
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“我 们 生活 在 受精 确 的 数字 定律 制约 的 宇宙 中 。” 
一 一 伽利略 / 物理 学 家 


生活 在 数字 字 宙 中 的 我 们 ， 时 时 处 处 都 在 感受 着 
数学 的 存在 。 要 激发 学 习 数学 的 兴趣 ， 就 要 调动 学 习 

ae 的 内 在 动力 ， 到 生活 中 去 寻找 数学 ， 认 识 到 现实 生活 
中 于 含 大 量 的 数学 信息 ， 数 学 在 现实 世界 中 有 着 广泛 的 应 用 。 


第 一 节 ”我 们 该 如 何 理 财 


加 一、 不 积 小 流 无 以 成 江海 


itt 国王 要 出 多 少 米 ? 


传说 ， 有 一 位 古 希 腊 的 学 者 在 帮 
助 国王 解决 了 一 个 大 难题 后 ， 了 骄傲 的 
国王 说 ， 我 的 国库 里 什么 都 有 ， 随 你 
要 什么 我 都 可 以 满足 你 ， 学 者 看 着 不 
可 一 世 的 国王 ， 随 手指 了 指 国王 身边 
Hanes, ee 国 
共有 64 个 格子 ,一 个 格子 代表 一 天 ， 你 只 要 在 第 一 天 给 我 一 粒 米 ， 第 二 天 加 
倍 给 我 二 粒 米 ， 第 三 天 再 加 倍 给 我 四 粒 米 …… 送 完 这 64 个 格子 这 可 以 了 ”， 


% 


国王 答应 了 学 者 的 要 求 。 

然而 ， 算 到 最 后 ， 却 让 国王 大 吃 一 惊 ， 要 把 这 64 格 棋盘 放 满 的 话 ， 需 要 
1 844 亿 万 粒 米 。 据 粮食 部 门 测算 , 1 公斤 大 米 约 有 米粒 4 万 粒 。 换 算 成 标准 吨 后 ， 
约 等 于 461 亿 吨 。 按 照 今 日 国际 米粒 价格 来 算 ， 这 64 格子 的 总 数 ， 即 使 是 花 
尽 世界 富豪 : 比尔 。 盖 蒋 和 巴菲特 的 财富 ， 还 不 够 其 总 数 的 1%。 这 就 是 复 利 
的 威力 ， 其 也 被 爱 因 斯 坦 称 为 “世界 的 第 八大 奇迹 ”。 


tihit 换钱 游戏 


小 明和 小 华 玩 游戏 ， 小 明说 : 假如 
我 每 天 给 你 1 万 元 ， 给 一 个 月 ， 你 每 天 
给 我 1 分 钱 、2 分 钱 、4 分 钱 ， 以 此 类 推 ， 
持续 给 一 个 月 ， 你 愿意 换 吗 ? 小 华 想 了 
想 ， 应 该 不 划算 ， 摇 摇头 说 不 换 。 

小 明 又 说 ， 那 我 每 天 给 你 10 万 元 ， 给 一 个 月 ; 你 每 天 给 我 1 分 钱 、2 分 
钱 、4 分 钱 ， 以 此 类 推 ,持续 给 一 个 月 ， 这 次 换 不 换 ? 小 华 一 昕 ,每 天 10 万 元 ， 
一 个 月 就 是 300 万 元 ， 应 该 稳 赚 不 赔 ， 于 是 爽快 地 答应 了 ， 小 明 笑 了 。 聪 明 的 
你 ， 知 道 在 这 个 游戏 里 ， 谁 亏 了 吗 ? ST Bb? 

金额 (元 ) 金额 (元 ) 
10.24 10 485.76 
20.48 20 971.52 
40.96 41 943.04 
81.92 83 886.08 
163.84 167 772.16 
327.68 335 544.32 
655.36 671 088.64 
1310.72 1 342 177.28 


2 621.44 2 684 354.56 
5 242.88 5 368 709.12 
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很 显然 ， 小 明 每 天 给 小 华 10 万 元 ， 一 个 月 就 是 300 万 元 。 那 么 小 华 要 给 
小 明 多 少 昵 ? 我 们 来 算 一 下 。 第 一 天 给 1 分 ， 第 二 天 给 2 分 ， 第 三 天 给 4 分 ， 
以 此 类 推 ， 那 么 第 30 天 就 是 给 2 OP 分 ， 22” = 536 870 912 分 ， 也 就 是 
536 870 9.12 元 。 也 就 是 说 ， 光 第 30 天 给 的 金额 ， 就 有 五 百 多 万 元 。 一 个 月 加 
起 来 总 共 是 一 千 多 万 元 。 


证 ht 折纸 游戏 


一 张 足够 大 的 白 纸 ， 厚 度 大 约 为 0.1 毫米 (1 万 张 操 在 一 起 才 1 米 多 高 ) ， 
如 果 将 这 张 白 纸 连续 对 折 52 次 ， 这 张 纸 的 厚度 会 是 多 少 呢 ? 是 冰箱 那么 高 ? 
还 是 一 层 楼 那么 高 ? 又 或 者 一 幢 摩 天 大 楼 那么 高 ? 我 们 可 以 来 看 下 面 的 表格 。 


第 5 次 对 折 后 
第 6 次 对 折 后 
第 7 次 对 折 后 


结果 是 450 359 962 737 050 0 米 =450 359 962 737 0.5 公里 ~ 450 359 96 万 
公里 。450 359 96 万 公里 是 什么 概念 ?地 球 到 月 球 的 距离 是 38.4 万 公里 。 所 以 
从 理论 上 讲 ， 只 要 给 你 一 张 足够 大 的 纸 ， 你 就 能 到 达 月 球 。 
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CD) sh -KEB AMI, 你 能 把 它 对 折 多 少 次 ? 


1 次 2 次 30 次 


一 张 纸 最 多 可 OO Oo 
以 折 几 次 ? 


单 利 (simple interest) 是 指 按照 固定 的 本 金 计算 的 利息 ， 它 是 计算 利息 的 
一 种 方法 。 单 利 的 计算 取决 于 所 借款 项 或 贷款 的 金额 (本 金 )， 资 金 借用 时 间 
的 长 短 及 市 场 一 般 利率 水 平等 因素 。 按 照 单 利 计 算 的 方法 ， 只 要 本 金 在 贷款 期 
限 中 获得 利息 ， 不 管 时 间 多 长 ， 所 生 利息 均 不 加 入 本 金 重复 计算 利息 。 这 里 所 
说 的 “本 金 ” 是 指 贷 给 别人 以 收取 利息 的 原本 金额 。“ 利 息 ” 是 指 借款 人 付 给 
贷款 人 超过 本 金 部 分 的 金额 。 

单 利 计算 公式 : 4=P(1+n Xi) 

公式 中 的 符号 含义 : 

也 一 一 本 金 ， 又 称 期 初 金额 或 现 值 ; 

i 一 一 利率 ， 通 常 指 每 年 利息 与 本 金 之 比 ; 

4 一 一 本 金 与 利息 之 和 ， 又 称 终 值 ; 

计 息 期 数 ， 通 常 以 年 为 单位 。 

复 利 是 指 在 每 经 过 一 个 计 息 期 后 ， 都 要 将 所 生 利息 加 入 本 金 ， 以 计算 下 期 
的 利息 。 这 样 ， 在 每 一 个 计 息 期 ， 上 一 个 计 息 期 的 利息 都 将 成 为 生息 的 本 金 ， 
即 以 利生 利 ， 也 就 是 俗称 的 “ 利 滚 利 ”。 

复 利 计 算 公 式 : 4=P(1+i) 
我 们 先 来 看 一 个 复 利 的 例子 。 假 设 本 金 为 1 元 ， 年 利率 100%， 半 年 利率 


@ 


tith 单 利 和 复 利 


n 
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50%， 季 度 利率 25%， 每 年 存 一 次 ， 每 半年 存 一 次 ， 每 季度 存 一 次 ， 一 年 后 的 
本 息 和 各 是 多 少 ? 以 此 类 推 ， 我 们 不 断 缩短 复 利 的 计算 周期 ， 一 年 后 本 息 和 是 
不 是 会 变 得 很 多 呢 ? 

根据 复 利 公式 ， 我 们 把 计算 结果 做 成 下 表 : 


计算 复 利 的 周期 本 息 和 /元 


2.000 00 


2.250 00 


2.441 41 


从 上 表 中 的 计算 结果 可 知 ， 即 使 我 们 不 断 缩短 复 利 的 计算 周期 ， 一 年 后 的 
本 息 和 也 不 会 无 限 增 大 ， 而 是 收敛 于 一 个 值 一 一 2.718 28。 这 个 值 ， 我 们 是 否 
似曾相识 呢 ? 对 ， 它 就 是 无 理 数 e。 


e 是 个 无 理 数 ， 我 们 无 法 知道 它 的 精确 值 。 


6 的 定义 为 : 当 n?m 时 ，(1+1/n)" 的 极限 。 9 ra on, 


i 523 4713 
可 23 KX ! 1 ! ! 

e 还 可 以 写成 表达 式 : e=1+1/11+1/21+1/31+1/4!+ 52662 和 5757247 

L/S1+1/614 ++ oe 


此 ， 复 利 公 式 又 可 写 为 
A=P(1+i)" = P(1+i/m)" =P +e (4m —>olkt ) 
其 中 : PAS: 4 为 本 金 与 利息 之 和 ; i 为 年 利率 ; n 为 计 息 期 数 (年 ) ; 
1 为 计 息 周期 利率 ，m 为 一 年 内 具有 的 计 息 周期 个 数 。 如 1 为 月 利率 ， 则 m 就 


大 


SH 
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A 12. 


复 利 估算 法 一 一 72 法 则 
72 法 则 是 一 条 用 于 估计 金钱 翻 倍 所 需 时 间 的 经 
验 法 则 。 时 间 单 位 可 以 是 年 ， 也 可 以 应 用 于 月 和 日 。 
金钱 翻 倍 周期 =72/ ( 利率 x 100 ) 


= ev 
= il. 


国 二、 金钱 也 是 “ 越 老 越 值钱 ” 


GHD 查理 的 父亲 说 要 在 10 年 后 给 他 10 万 元 创业 ， 查 理 现在 就 想 要 这 笔 
钱 ， 他 来 到 银行 许诺 10 年 后 拥有 10 万 元 ， 要 银行 贷款 给 他 。 银 行 说 时 间 就 是 
金钱 ，10 年 后 的 10 万 元 跟 现在 的 10 万 元 是 两 码 事 ， 银 行 认为 12% 的 年 利率 
是 一 个 比较 好 的 收益 ， 于 是 就 给 了 查理 32 197.32 元 ， 查 理 被 这 么 小 的 数字 震 
RT 


对 于 这 个 问题 ， 可 以 使 用 复 利 公式 4=P(1+i 》，， 其 中 4 为 10 万 元 ,i 是 利 
率 0.12， 周 期 为 十 年 ， 所 以 100 000=P(1+0.12)”， 得 出 了 为 32 197.32 元 。 


查理 的 父亲 已 经 承诺 10 年 后 给 他 10 万 元 创业 ， 于 是 父亲 现 
在 需要 准备 这 笔 钱 ， 父 亲 打 算 在 10 年 中 的 每 年 年 末 存 入 等 额 的 钱 ， 到 了 第 10 
年 年 末 他 可 以 将 这 笔 钱 交 给 查理 ， 查 理 用 这 笔 钱 来 偿还 银行 贷款。 查理 的 父亲 
找到 了 一 个 年 利率 8% 的 存款 账户 ,那么 此 时 查理 的 父亲 每 年 需 存 入 多 少 钱 呢 ? 


查理 的 父亲 之 前 用 复 利 公式 时 ， 他 只 需要 考虑 一 个 存款 额 〈 原 始 本 金 ) ， 
但 是 ， 他 现在 要 考虑 的 是 不 同时 间 内 存 入 的 10 次 存款 。 利 率 用 i 表示 ， 每 年 
年 末 定 期 存 入 的 款额 为 R， 则 年 后 的 总 额 可 以 根据 定期 公式 来 算 。 
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A=R * [(14i)"-1]/i 
所 以 应 为 100 000=R * [(1+0.08)'°-1]/0.08 
R=6 902.95 


这 时 查理 的 父亲 收 到 了 一 笔 退 休 人 金 ， 他 打算 用 来 购买 一 份 年 
金 ， 每 年 年 末 他 可 以 领 到 多 少 钱 ? 


这 类 问题 属于 现 值 定期 支付 问题 ， 相 当 于 向 银行 
贷款 等 额 偿还 问题 ， 只 不 过 是 查理 的 父亲 把 钱 给 了 银 
行 ， 银 行 以 分 期 付款 的 方式 向 他 支付 年 金 。 公 式 为 

AER * [(1+i) -1]/[i(+i)"] : ‘ 

其 中 ，4 为 存 入 的 退休 人 金 ，i 为 年 利率 n 为 周期 ; 及 为 每 年 领取 的 年 金 。 

在 实际 应 用 中 ,我 们 计算 金钱 的 现 值 、 终 值 ， 以 及 年 金 现 值 、 年 金 终 值 时 ， 
不 必 按 上 面 推导 的 公式 来 计算 得 那么 复杂 ， 只 要 在 现 值 系数 表 、 终 值 系数 表 、 
年 金 现 值 系数 表 和 年 金 终 值 系数 表 中 找到 相关 的 系数 ， 再 进行 简单 的 乘除 就 可 
以 算出 来 了 。 


年 金 现 值 系数 表 ( PVIFA 表 ) 


as [asf ars fa aa aon 2s 2205] 205] 274 


3.629 | 3.545 | 3.465 | 3.312 | 3.169 | 3.037 | 2.913 | 2.854 | 2.798 | 2.69 
4.451 | 4.329 | 4.212 | 3.992 | 3.79 | 3.604 | 3.433 | 3.352 | 3.274 | 3.127 
5.242 | 5.075 | 4.917 | 4.622 | 4.355 | 4.111 | 3.888 | 3.784 | 3.684 | 3.497 


例如 ， 你 要 贷款 100 万 元 买房 子 ， 计 划 贷 款 20 年 ， 如 果 贷 款 利率 为 5%， 
那 你 每 个 月 要 还 银行 多 少 钱 呢 ? 
我 们 可 以 通过 查 上 表 所 示 的 年 金 现 值 系数 表 ， 通 过 n=20, i-5%, ABI 
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金 现 值 系数 为 12.462， 我 们 只 需要 用 1 000 000 元 除 以 年 金 现 值 系数 12.462， 
再 除 以 12 个 月 ， 就 可 得 到 你 每 月 需 还 银行 6 687 元 。 

理财 投资 要 趁早 ， 有 没有 投资 理财 其 实在 初期 看 起 来 差距 不 大 ， 但 随 着 时 
间 的 复 利 效 果 ， 货 币 的 时 间 价 值 将 会 呈 倍 数 成 长 ， 等 到 我 们 惊 觉 当 年 的 同窗 好 
友 都 已 经 从 容 退 休 ， 准 备 环 游 世界 享受 退休 后 的 悠闲 生活 时 ， 我 们 还 必须 每 天 
忙于 上 下 班 打卡 ， 相 信 那 时 有 再 多 的 后 悔 也 无 法 让 时 光 倒 流 了 。 

当然 ， 投 资 理财 更 重要 的 是 资金 安全 。 黄 金 分 割 法 是 一 种 分 散 风险 的 家 庭 
理财 技巧 。 投 资 者 可 将 资金 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 存 入 银行 ， 获 得 利息 ， 另 一 部 
分 投资 于 证 券 ， 买 入 股票 或 基金 ， 等 待 分 红 或 涨 升 ， 投 资 于 证 券 与 存款 的 比例 
大 体 保持 在 4: 6 的 比例 。 这 一 比例 符合 数学 中 的 黄金 分 割 ， 基 准点 为 0.618， 
Bl 62% 左右 。 采 用 黄金 分 割 法 的 优点 是 ， 在 证 券 进行 了 适当 的 投资 ， 有 时 可 
获得 较 高 的 收益 ， 虽 证 券 投 资 风险 较 大 但 由 于 一 半 以 上 的 资金 投向 了 安全 性 较 
高 的 存款 ， 能 使 投资 者 有 一 种 心理 稳定 感 ， 即 使 在 别 的 


投资 方面 暂时 失利 ， 也 不 至 于 损失 太 大 。 pwr 


i i 


工 先生 有 一 处 房产 从 出 售 ， 现 有 人 提出 一 次 里 二 六 
出 - 
性 付款 24 TAME, BABES Te, 连 项 国 -小 
续 支付 5 年 购买 。 那么 , 丁 先生 应 该 选择 哪 一 种 报价 ? CAR 
设 当时 利率 为 10% ) 


@ 三 、 你 的 生活 达到 小 康 水 平 了 吗 ? 


19 世纪 德国 统计 学 家 恩格尔 根据 统计 资料 ， 对 消 
费 结构 的 变化 得 出 一 个 规律 : 一 个 家 庭 的 收入 越 少 ， 家 
庭 收 入 中 《或 总 支出 中 ) 用 来 购买 食物 的 支出 所 占 的 比 
例 就 越 大 ， 随 着 家 庭 收 入 的 增加 ， 家 庭 收 入 中 或 总 支 恩格尔 
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出 中 ) 用 来 购买 食物 的 支出 份额 则 会 下 降 。 众 所 周知 ， 吃 是 人 类 生存 的 第 一 
需要 ， 在 收入 水 平 较 低 时 ， 其 在 消费 支出 中 必然 占有 重要 地 位 。 随 着 收入 
的 增加 ， 在 食物 需求 基本 满足 的 情况 下 ， 消 费 的 重心 才 会 开始 向 其 他 方面 
转移 。 

推 而 广 之 ， 一 个 国家 越 穷 ， 每 个 国民 的 平均 收入 中 或 平均 支出 中 ) 用 于 
购买 食物 的 支出 所 占 比 例 就 越 大 ， 随 着 国家 的 富裕 ， 这 个 比例 呈 下 降 趋 势 ， 即 
随 着 家 庭 收入 的 增加 ， 购 买 食物 的 支出 比例 则 会 下 降 。 

恩格尔 系数 (Engel’s Coefficient) 是 食品 支出 总 额 占 个 人 或 家 庭 消 费 支 出 总 
额 的 比重 ， 也 是 根据 恩格尔 定律 得 出 的 比例 数 ， 其 为 衡量 生活 水 平 高 低 的 一 个 
指标 。 其 计算 公式 如 下 : 


食品 支出 总 额 
恩格尔 系数 = 100% 
aT oC ST TT a 


可 以 看 出 ， 在 总 支出 金额 不 变 的 条 件 下 ， 恩 格 尔 系数 越 大 ， 说 明 用 于 食物 
支出 的 所 占 金 额 越 多 ， 恩 格 尔 系数 越 小 ， 说 明 用 于 食物 支出 所 占 的 金额 越 少 ， 
二 者 成 正比 。 反 过 来 ， 在 食物 支出 金额 不 变 的 条 件 下 ， 总 支出 金额 与 恩格尔 系 
数 成 反比 。 因 此 ， 恩 格 尔 系数 是 衡量 一 个 家 庭 或 一 个 国家 富裕 程度 的 主要 标准 
8 


恩格尔 系数 生活 水 平 


>59% 


50% ~ 59% 


40% ~ 50% 


30% ~ 40% 


<30% 


一 般 来 说 ， 在 其 他 条 件 相同 的 情况 下 ， 恩 格 尔 系数 较 高 ， 作 为 家 庭 来 说 ， 
则 表明 收入 较 低 ; 作为 国家 来 说 ， 则 表明 该 国 较 穷 。 反 之 ， 恩 格 尔 系数 较 低 ， 
作为 家 庭 来 说 ， 则 表明 收入 较 高 ， 作 为 国家 来 说 ， 则 表明 该 国 较 富 裕 。 


& 
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下 城镇 居民 恩格尔 系数 
40. he 41.5% 目 农 村 常住 居民 恩格尔 系数 


39.3%39. 1%39. 6% 556 
38% 38.7% ° 
Al Ti i 了 33. ‘| 


2010 年 。 20114F ee ae il 2015 
根据 联合 国 


贫困 ” 温 他 小 康 ”富裕 最 富裕 
我 国 2010 一 2015 年 城镇 与 农村 恩格尔 系数 对 比 


CD) 二 付 宝 推 广 初期 ， 在 很 多 水 果 店 搞 优惠 活动 。 开 始 几 天 ， 买 水 果 用 
支付 宝 付 账 满 6 元 减 5 元 ， 确 认 付 账 之 后 ， 买 家 实际 花费 1 元， 另外 5 元 由 支 
付 宝 补贴 给 商家 。 此 时 ， 由 于 是 每 单 固定 减 5 元 ， 若 要 实现 利益 最 大 化 ， 最 好 
的 办 法 是 每 天 都 只 买 6 元 或 多 一 点 的 水 果 ， 这 样 1 
元 钱 当 6 元 钱 用 。 过 了 几 天 ， 支 付 宝 的 优惠 变 了 ， 
变 成 满 22 元 减 5 元 。 这 样 一 来 ， 就 变 成 17 元 当 22 
元 用 ， 相 当 于 七 七 折 。 优 惠 力度 减少 后 ， 水 果 店 生 
意 也 没 那么 好 了 。 那 有 没有 办 法 使 得 水 果 店 生意 回 
到 前 几 天 的 火爆 状态 呢 ? 


二 节 ”我 们 如 何 分 配 食物 


细心 的 人 会 发 现 ， 我 们 早晨 起 床 刷牙 用 的 牙膏 ， 其 包装 有 大 有 小 ， 价 格 也 
不 相同 。 你 想 过 大 小 包装 与 其 价格 之 间 的 关系 吗 ? 你 吃 东 西 时 ， 想 过 营养 成 分 
的 搭配 吗 ? 你 在 开 灯 、 关 灯 时 ， 想 过 灯 的 位 置 与 照明 度 的 问题 吗 ? 你 在 开 、 关 


@ 
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窗户 时 ， 想 过 窗户 的 面积 与 采光 量 的 问题 吗 ? 在 
烈日 下 ， 你 想 过 遮阳 棚 搭建 方式 与 遮挡 太阳 光线 
有 关 吗 ?你 在 购买 商品 时 ， 想 过 哪儿 才能 买 到 
最 便宜 的 东西 吗 ? 这 些 生活 问题 ， 都 跟 数学 息 
息 相 关 。 


国 一 、 如 何 省 钱 又 保证 营养 


杨 华 十 分 注重 锻炼 ， 她 每 天 去 健身 房 ， 并 且 非 常 严 格 地 控制 着 她 的 饮食 。 
杨 华 以 兼职 的 方式 养活 自己 ， 所 以 她 对 生活 精打细算 。 对 于 她 来 说 ， 每 个 月 摄 
取 适 量 的 矿物 质 和 维生素 以 保持 舒适 和 健康 是 最 重要 的 事情 。 饮 食量 由 她 的 教 
练 决定 。 教 练 建议 她 每 个 月 至 少 应 摄 入 120mg 的 维生素 和 880msg 的 矿物 质 。 
为 了 确保 遵循 这 个 指示 ， 她 的 食物 里 主要 包括 两 个 部 分 : 固体 形式 的 食物 和 液 
体形 式 的 食物 。 

3 月 初 ， 杨 华 前 往 超市 购买 这 两 种 食品 。 在 一 包 固体 食物 的 背面 ， 她 发 现 
该 食物 包含 Img 的 维生素 和 10mg 的 矿物 质 ， 而 另 一 盒 液体 食物 则 包含 3mg 
的 维生素 和 50mg 的 矿物 质 。 于 是 ， 她 在 购物 车 中 放 入 30 包 固 体 食物 和 5 盒 
液体 食物 ， 作 为 该 月 的 食物 。 在 结账 之 前 ， 她 要 知道 这 些 食物 是 否 已 经 达到 了 
教练 的 要 求 。 她 首先 算出 了 购物 车 中 的 食物 总 共 含 有 多 少 维生素 。 


30 包 固 体 食物 中 总 共 含 有 2X30=60msg 维生素 ， 而 5 盒 液体 食物 总 共 含 
有 3X5=15mg 维生素 。 因 此 ， 食 物 中 总 共 2X30+3X5=75mg 维生素 。 使 用 相 
同 的 计算 方式 ， 可 以 算出 矿物 质 的 总 量 为 10X30+50X5=550mg。 


从 
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教练 的 要 求 是 至 少 120mg 维生素 和 880mg 矿物 质 ， 因 此 ， 她 需要 在 购 
物 车 中 放下 更 多 的 食物 。 杨 华 现在 的 问题 是 如 何 分 配 固体 食物 和 液体 食物 
的 购买 量 ， 使 得 其 中 维生素 和 矿物 质 的 含量 正好 达到 要 求 。 她 重新 回 到 超 
市 的 保健 食品 区 ， 增 加 了 这 两 种 食物 的 购买 量 。 她 选 购 了 40 包 固 体 食物 和 
15 盒 液 体 食物 。 这 下 肯定 够 了 吗 ? 她 重新 算 了 一 下 ， 现 在 的 维生素 含量 是 
2X40+3X15=12$mg， 而 矿物 质 含量 是 10X40+50X15=1 150mg。 现 在 杨 华 肯 
定 已 经 达到 了 教练 的 要 求 ， 甚 至 超过 了 他 要 求 的 量 。 


> 可 行 解 


对 杨 华 来 说 ， 两 种 食物 的 组 合 (40，15) 可 以 到 达 要 求 。 我 们 将 其 称 为 一 
个 可 能 组 合 或 可 行 解 。 我 们 已 经 看 到 (30，15) 不 是 一 个 可 行 解 ， 因 此 这 两 种 
食物 的 所 有 组 合 方式 可 以 划分 为 两 部 分 一 一 满足 饮食 要 求 的 可 行 解 和 不 满足 要 
求 的 非 可 行 解 。 

杨 华 还 有 很 多 其 他 的 选择 。 她 可 以 在 购物 车 中 全 部 放 入 固体 食物 ， 如 果 
这 样 做 的 话 ， 可 能 至 少 要 买 88 包 。 组 合 (88，0) 同时 满足 两 项 要 求 ， 其 维 
生 素 含量 是 2X88+3X0=176mg， 而 矿物 质 的 含量 为 10X 88+50X0=880mg。 
如 果 她 只 购买 液体 食物 ， 那 么 她 至 少 要 买 40 盒 ， 可 行 解 (0，40) 同时 满 
足 两 项 要 求 。 因 为 维生素 含量 为 2X0+3X40=120mg， 而 矿物 质 的 含量 为 
10X0+50X40=2 000mg。 我 们 可 能 会 注意 到 ， 这 些 可 能 组 合并 不 是 恰好 满 
足 对 维生素 和 矿物 质 的 要 求 ， 不 过 教练 肯定 会 认为 杨 华 的 购买 量 是 足够 的 。 


矿物 质 含量 
880mg 


2 000mg 


> 最 优 解 


现在 ， 我 们 再 把 开销 考虑 进来 。 杨 华 必 须 到 收银 台 为 这 些 食物 买单 。 她 注 
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意 到 这 两 种 食物 的 单价 都 是 50 元 。 对 于 以 上 找到 的 几 个 可 行 解 (40, 15). (30, 
15). (88, 0). CO, 40) ， 其 支付 总 额 分 别 为 2 750 元 、2 250 元、4400 元 、 
2 000 元 。 因 此 ， 到 现在 为 止 ， 最 好 的 方案 就 是 只 购买 40 盒 液体 食物 。 这 个 方 
案 是 满足 要 求 的 所 有 方案 中 开销 最 少 的 一 个 。 但 是 ， 这 些 方案 中 的 维生素 和 矿 
物质 含量 并 不 是 恰好 满足 要 求 ， 总 有 一 项 超出 要 求 。 一 时 冲动 ， 杨 华 党 试 了 其 
他 一 些 固体 食物 和 液体 食物 的 组 合 方式 ， 并 计算 它们 分 别 需 要 花费 多 少 钱 。 它 
可 以 做 得 更 好 吗 ? 是 否 有 一 种 组 合 搭配 ， 在 满足 教练 的 要 求 的 同时 又 能 实现 开 
销 最 少 ? 

我 们 可 以 设 杨 华 每 月 需要 x 包 固 体 食物 ，y 包 液 体 食物 。 同 时 必须 满足 : 

2x + 3y>120 和 10x + 50y>880 

首先 ， 画 出 一 张 下 图 所 示 的 可 行 解 区 域 图 ， 将 可 行 解 可 视 化 。 直 线 AD 表 
示 的 是 恰巧 包含 120mg 维生素 的 固体 食物 和 液体 食物 组 合 ， 而 直线 EC 表示 的 
是 包含 880mg 矿物 质 的 食物 组 合 。 同 时 在 这 两 条 线 上 方 的 区 域 (ABC 上 方 ) 
是 可 行 解 区 域 ， 它 表示 杨 华 可 以 购买 的 所 有 可 能 的 组 合 方式 。 
个 液体 食物 〈 袋 ) 


、| A (0, 40) 


B (48, 8) 
C (88, 0) 


tk tet (48) 


如 上 图 所 示 , 我 们 又 可 以 找到 一 个 新 可 行 解 , 也 就 是 B 点 , 坐标 为 (48，8) ， 
即 她 可 以 购买 48 包 固体 食物 和 8 盒 液体 食物 ， 如 果 她 这 么 做 的 话 ， 饮 食 要 求 
正好 可 以 被 满足 ， 因 为 这 种 组 合 中 包含 120mg 的 维生素 和 880me 的 矿物 质 。 

我 们 可 以 列 一 个 开销 方程 : 4=50x+50y 

但 是 从 开销 的 角度 ， 对 于 (48，8) 组 合 ， 她 要 支付 2 800 元 。 到 底 哪个 
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才 是 最 优 解 呢 ? 其 实 ， 根据 开销 方程 ,我们 可 以 做 一 条 斜率 为 -1 的 直线 ， 然 
后 把 这 条 直线 在 坐标 轴 上 平移 ， 这 条 直线 最 先 碰 到 可 行 解 区 域 的 那个 点 ， 就 是 
最 优 解 。 因 此 ， 从 上 图 中 我 们 知道 ， 最 优 解 仍然 是 《0，40) 组合 。 

我 们 把 与 饮食 问题 类 似 的 问题 称 之 为 线性 规划 问题 。 线 性 规划 模型 已 被 应 
用 到 了 饮食 之 外 的 许多 其 他 场合 。 其 中 一 类 是 运输 问题 ， 该 问题 所 关心 的 是 如 
何 将 货物 从 工厂 运输 到 仓库 ， 最 终 目标 是 将 运输 成 本 最 小 化 。 有 些 线性 规划 问 
题目 标 是 将 某 些 量 最 大 化 ， 如 最 大 化 利润。 


加 二 、 切 蛋糕 也 有 学 问 


有 一 个 经 典 的 两 个 人 分 蛋糕 的 问题 一 一 为 了 
实现 公平 性 ， 只 需要 一 个 人 切 ， 另 一 个 人 选 即 可 。 
这 样 一 来 ， 不 管 对 方 选择 了 哪 一 块 ， 他 都 能 保证 
自己 总 可 以 得 到 蛋糕 总 价值 的 12 。 这 也 是 经 典 
的 “你 来 分 我 来 选 ” 的 方法 。 

不 过 , 在 现实 生活 中 , 情况 远 没有 那么 理想 。 你 想 吃 奶油 ， 我 想 吃 巧克力 ， 
他 想 吃 水 果 …… 如 果 分 蛋糕 的 人 对 蛋糕 各 部 分 的 价值 看 法 有 分 歧 ， 还 能 实现 公 
平 的 分 割 吗 ? 如 果 分 蛋糕 的 人 不 止 两 个 人 呢 ? 

细 究 起 来 ， 这 种 “一 刀 切 ”的 方法 也 不 是 完全 公平 的 。 对 于 分 蛋糕 的 人 来 
说 ， 两 块 蛋糕 的 价值 均等 ， 但 对 于 选 蛋糕 的 人 来 说 ， 两 块 和 蛋糕 的 价值 差异 可 能 
很 大 。 因 此 ， 选 蛋糕 的 人 往往 能 获得 大 于 1/2 的 价值 。 一 个 简单 的 例子 就 是 ， 
蛋糕 表面 是 一 半 草 莓 一 半 巧 克 力 的 。 分 蛋糕 的 人 只 对 蛋糕 体积 感 兴趣 ， 于 是 把 
草莓 的 部 分 分 成 一 块 ， 把 巧克力 的 部 分 分 成 一 块 ; 但 他 不 知道 ， 选 蛋糕 的 人 更 
偏爱 巧克力 一 些 。 因 此 ， 选 蛋糕 的 人 可 以 得 到 的 价值 超过 蛋糕 总 价值 的 一 半 ， 
而 分 蛋糕 的 人 只 能 恰好 获得 一 半 的 价值 。 

而 事实 上 ， 更 公平 一 些 的 做 法 是 ， 前 一 个 人 得 到 所 有 草莓 部 分 和 一 小 块 巧 
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克 力 部 分 ， 后 面 那个 人 则 分 得 剩 下 的 巧克力 部 分 。 这 样 便 能 确保 两 个 人 都 可 以 
得 到 一 半 多 一 点 的 价值 。 但 是 ， 要 想 实 现 上 面 所 说 的 理想 分 割 ， 双 方 需要 完全 
公开 自己 的 信息 ， 并 且 要 能 够 充分 信任 对 方 。 然 而 ， 在 现实 生活 中 ， 这 是 很 难 
做 到 的 。 考 虑 到 分 蛋糕 的 双方 尔虞我诈 的 可 能 性 ， 实 现 绝对 公平 几乎 是 不 可 能 
完成 的 任务 。 

因此 ， 我 们 只 能 退 而 求 其 次 ， 给 “公平 ”下 一 个 大 家 普遍 能 接受 的 定义 。 
在 公平 分 割 (fair division) 问题 中 ， 有 一 个 最 为 根本 的 公平 原则 叫 作 “均衡 分 
割 ”(proportional division) 。 它 的 意思 就 是 ， 如 果 有 个 人 分 和 蛋糕， 则 每 个 人 
都 认为 自己 得 到 了 整个 蛋糕 至 少 1/n 的 价值 。 从 这 个 角度 来 说 ,“ 你 来 分 我 来 选 ” 
的 方案 是 公平 的 一 一 在 信息 不 对 称 的 场合 中 ， 获 得 总 价值 的 一 半 已 经 是 很 让 人 
满意 的 结果 了 。 

如 果 分 蛋糕 的 人 更 多 , 均衡 分 割 同样 能 够 实现 , 而 且 实现 的 方法 不 止 一 种 。 


PH 你 来 分 我 来 选 


一 种 简单 的 方法 就 是 ， 每 个 已 经 分 到 蛋糕 的 人 都 把 自己 手中 的 蛋糕 分 成 更 
小 的 等 份 ， 让 下 一 个 没有 分 到 蛋糕 的 人 来 
挑选 。 具体 地 说 ， 先 让 其 中 两 个 人 把 蛋糕 
分 成 两 块 ; 然后 ， 每 个 人 都 把 自己 手中 的 
蛋糕 分 成 三 份 ， 让 第 三 个 人 从 每 个 人 手 里 
各 挑 出 一 份 来 ; 然后 ， 每 个 人 都 把 自己 手 
中 的 蛋糕 分 成 四 份 ， 让 第 四 个 人 从 这 三 个 人 手中 各 挑选 一 份 ; 不 断 这 样 继续 下 
去 ， 直 到 最 后 一 个 人 选 完 自己 的 蛋糕 。 只 要 每 个 人 在 切 蛋 糕 时 能 做 到 均 分 ， 无 
论 哪 块 被 挑 走 ， 他 都 不 会 吃亏 ;而 第 了 个 人 拿 到 了 每 个 人 手中 至 少 1n 的 小 块 ， 
合 起 来 自然 也 就 不 会 少 于 蛋糕 总 价值 的 n。 虽 然 这 样 下 来 ， 蛋 糕 可 能 会 被 分 
得 零 零 碎 碎 ， 但 这 能 保证 每 个 人 手中 的 蛋糕 在 他 自己 看 来 都 是 不 小 于 蛋糕 总 价 
值 的 1n 的。 
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itt 最 后 削减 人 算法 


还 有 一 种 思路 完全 不 同 的 分 割 方案 也 能 做 到 均衡 分 割 。 我 们 还 是 把 总 的 人 
数 用 字母 ”来 表示 。 

首先 ， 第 一 个 人 从 蛋糕 中 切 出 他 认为 的 Im， 把 这 一 小 块 传 给 第 二 个 人 。 
第 二 个 人 选择 把 这 块 蛋糕 递交 给 第 三 个 人 ， 或 者 从 中 切除 一 小 块 ， 再 交 给 第 
三 个 人 。 以 此 类 推 ， 每 个 人 拿 到 蛋糕 后 都 有 一 次 “修剪 ”的 机 会 ， 再 移交 给 
下 一 个 人 。 规 定 ， 最 后 一 个 对 蛋糕 大 小 进行 改动 的 人 将 获得 这 块 蛋糕 ， 余 下 
的 六 1 个 人 则 从 头 开始 重复 刚才 的 流程 ,分割 剩 下 的 蛋糕 。 每 次 走 完 一 个 流程 ， 
都 会 有 一 个 人 拿 到 令 他 满意 的 蛋糕 ， 下 一 次 重复 该 流程 的 人 数 就 会 减少 一 人 。 
不 断 这 样 做 下 去 ， 直 到 每 个 人 都 分 到 蛋糕 为 止 。 

但 是 ， 均 衡 条 件 仅仅 是 一 个 最 低 的 要 求 。 如 果 对 公平 的 要 求 稍 加 修改 ， 上 
述 方案 的 缺陷 便 暴露 了 出 来 。 

让 我 们 来 看 这 样 一 种 情况 ， 如 果 n 个 人 分 完 
蛋糕 后 ， 每 个 人 都 自 认为 自己 分 得 了 至 少 1m 的 
蛋糕 ， 但 其 中 两 个 人 还 是 打 起 来 了 ， 可 能 是 什么 
原因 呢 ? 由 于 不 同 的 人 对 蛋糕 各 部 分 价值 的 判断 
标准 不 同 ， 因 此 完全 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 一 TSD 
虽然 自己 已 经 分 到 了 至 少 in 份 ， 但 在 他 看 来 ， _ 

有 的 人 手 里 的 蛋糕 比 他 还 多 。 

所 以 ， 我 们 平常 所 说 的 公平 ， 至 少 还 有 一 层 意思 一 一 每 个 人 都 认为 别人 的 
蛋糕 都 没 我 手 里 的 好 。 在 公平 分 割 理论 中 ， 我 们 把 满足 这 个 条 件 的 分 蛋糕 方案 
叫 作 免 嫉妒 分 割 (envy-free division) 。 

免 姨 妨 分 割 是 一 个 比 均衡 分 割 更 强 的 要 求 。 如 果 每 个 人 的 蛋糕 都 没 我 多 ， 
那 我 的 蛋糕 至 少 有 1/m， 也 就 是 说 满足 免 寻 妨 条 件 的 分 割 一 定 满足 均衡 的 条 件 。 
但 反 过 来 ， 满 足 均衡 条 件 的 分 割 却 不 一 定 是 免 嫉妒 的 。 
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比方 说 ，A、B、C 三 人 分 蛋糕 ，A 只 在 乎 蛋糕 的 体积 ， 但 B 只 关心 蛋糕 
上 的 草莓 颗 数 ，C 只 关心 蛋糕 上 的 巧克力 块 数 。 最 后 分 得 的 结果 是 , A、B、C 三 
人 的 蛋糕 体积 相等 ， 但 A 的 蛋糕 上 什么 都 没有 ，B 的 蛋糕 上 有 一 颗 草 莓 两 块 巧 
克 力 ，C 的 蛋糕 上 有 两 颗 草 莓 一 块 巧克力 。 因 此 ， 每 个 人 从 自己 的 角度 来 看 都 
获得 了 整个 蛋糕 恰好 1/3 的 价值 ， 但 这 样 的 分 法 明显 是 不 科学 的 一 一 B、C 两 
人 会 互相 嫉妒。 

之 前 我 们 介绍 的 两 种 均衡 分 割 方案 ， 它 们 都 不 满足 免 嫉 妨 性。 就 拿 第 一 
种 方案 来 说 吧 ， 如 果 有 三 个 人 分 蛋糕 ， 按 照 规则 ， 首 先 应 该 让 第 一 人 分 、 第 二 
人 选 ， 然 后 两 人 各 自 把 自己 的 蛋糕 切 成 三 等 份 ， 让 第 三 人 从 每 个 人 手中 各 挑 一 
份 。 这 种 分 法 能 保证 每 个 人 获得 至 少 1/3 的 蛋糕 ， 但 却 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 
第 三 个 人 从 第 二 个 人 手中 挑选 的 部 分 , 恰好 是 第 一 个 人 非常 想 要 的 。 这 样 一 来 ， 
第 一 个 人 就 会 觉得 第 三 个 人 手 里 的 蛋糕 更 好 一 些 ， 这 种 分 法 就 不 和 谐 了 。 

1960 年 ，John Selfridge 和 John Conway 各 自 独立 地 分 析 了 人 数 为 3 的 情 
况 ， 构 造 出 了 第 一 个 满足 免 嫉 妒 条 件 的 三 人 分 割 方案 。 这 种 分 割 方案 就 被 称 为 
“Selfridge-Conway ”算法 。 

首先 ，A 把 蛋糕 分 成 三 等 份 〈 当 然 是 按照 自己 的 看 法 来 分 的 ， 后 面 提 到 的 
切 分 、 选 取 也 都 是 这 样 ) 。 如 果 B 认为 这 三 块 蛋糕 中 较 大 的 两 块 是 一 样 大 的 ， 
那么 按照 C、B、A 的 顺序 依次 选取 和 蛋糕， 问题 就 解决 了 。 麻 烦 在 于 了 认为 较 
大 的 两 块 蛋糕 不 一 样 大 的 情况 。 此 时 ，B 就 把 最 大 的 那 块 蛋糕 的 其 中 一 小 部 分 
切 下 来 ， 让 剩余 的 部 分 和 第 二 大 的 蛋糕 一 样 大 。 被 切除 的 部 分 暂时 扔 在 一 劳 ， 
在 第 二 轮 分 割 时 再 来 处 理 。 接 下 来 ， 按 照 C、B、A 的 顺序 依次 选 蛋 糕 ， 但 有 
一 个 限制 ， WR C 没有 选 那 块 被 修剪 过 的 蛋糕 ，B 就 必须 选 它 。 

这 样 ， 三 人 就 各 分 得 了 一 块 蛋糕 。 由 于 A 是 切 蛋糕 的 人 ， 对 于 他 来 说 拿 
到 哪 一 块 都 一 样 , 因此 A 不 会 嫉 妨 别人。 由 于 B 选取 的 是 两 个 较 大 块 中 的 一 个 ， 
因此 B 也 不 会 嫉妒 别人 。 由 于 C 是 第 一 个 选 蛋糕 的 ， 显 然 他 也 不 会 嫉妒 别人 。 
因此 ， 就 目前 来 说 ， 三 个 人 之 间 是 不 会 有 嫉妒 发 生 的 。 


@ 


第 三 章 数学 之 巧 | 


但 是 ， 还 有 一 小 块 被 切除 的 部 分 没 分 完 ， 因 此 分 割 流程 进入 第 二 轮 。 

在 B 和 C 之 间 ， 一 定 有 一 个 人 选择 了 那 块 被 修剪 过 的 蛋糕 。 不 妨 把 这 个 
人 重新 记 作 X ， 另 一 个 人 就 记 作 立 。 让 Y 把 最 后 那 一 小 块 分 成 三 等 份 ， 按 
照 X、A、Y 的 顺序 依次 挑选 蛋糕 ， 结 束 第 二 轮流 程 。 这 一 轮 结束 后 ， 每 个 
人 都 又 得 到 了 一 小 块 蛋糕 。 由 于 X 是 第 一 个 选 蛋 糕 的 人 ， 义 显然 不 会 嫉妒 别 
As 由 于 立 是 分 蛋糕 的 人 ，Y 也 不 会 嫉 妨 别人 。 由 于 A LEY SEE, A RAR 
WY. Ba, A 也 是 不 会 嫉妒 X 的 , 因为 即使 XX 拥有 了 第 二 轮 中 的 全 部 蛋糕 ， 
X 手 里 的 蛋糕 加 起 来 也 只 是 第 一 轮 开始 时 A 等 分 出 来 的 其 中 一 块 蛋糕 ， 这 是 
不 可 能 超过 A 的 。 这 就 说 明了 ， 三 个 人 之 间 仍 然 不 会 有 嫉 妨 发生，Selfridge- 


Conway 算法 的 确 满足 免 嫉 妨 条 件 。 
不 过 ，Selfridge-Conway 算法 只 能 在 三 人 分 蛋糕 时 使 用 ， 并 不 能 扩展 到 人 
数 更 多 的 情况 。 对 于 人 数 更 多 的 情况 ， 于 有 、 _— 


免 嫉 妒 分 割 问题 更 加 困难 ， 目 前 数学 
家 们 还 没有 找到 一 个 比较 可 行 的 方 
案 。 正 如 数学 家 Sol Garfunkel 所 说 ， 
分 蛋糕 问题 是 20 世纪 数学 研究 中 最 
重要 的 问题 之 一 。 

蛋糕 作为 一 个 连续 体 ， 可 以 按照 切 蛋糕 者 的 意愿 来 分 割 。 如 果 对 于 一 些 不 
可 分 割 的 财产 ， 如 房屋 、 名 贵 字画 ， 我 们 又 该 如 何 分 配 ， 才 能 做 到 公平 呢 ? 


CD) 求 三 与 李 四 从 远 末 处 继承 一 所 房屋 与 一 
箱 文 物 ， 对 两 样 东西 张 三 的 估价 分 别 是 28 000 元 
和 56 000 元 ,， 李 四 的 估价 分 别 是 30 000 元 和 60 000 元 ， 
两 人 怎样 进行 公平 分 配 ? 如 两 人 要 求 各 得 一 样 实物 ， 
又 该 如 何 进行 公平 分 配 ? 
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三 节 ”我 们 如 何 规 划 出 行 


图 一、 怎样 散步 才能 不 重复 地 走 过 每 座 桥 ? 


传说 在 18 世纪 普鲁士 的 哥 尼 斯 
堡 城 ， 有 一 条 叫 作 普 雷 格 尔 的 河 ， 河 
中 间 有 两 个 岛 ， 有 七 座 桥 把 这 两 个 岛 
与 河岸 相连 。 市 民 们 饭 后 茶 余 就 在 讨 
论 ， 能 不 能 不 重复 的 经 过 每 一 座 桥 而 
回 到 出 发 点 呢 。 

1735 年 ， 大 数学 家 欧 拉 向 俄罗斯 科学 院 呈 递 了 他 的 解 ， 这 个 解 被 认为 是 
岗 代 图 论 的 开篇 之 作 。 欧 拉 所 做 的 最 关键 的 一 步 就 是 将 该 城堡 的 地 图 抽象 化 。 
他 先 把 河中 的 两 个 岛 标记 为 A 岛 、B 岛 ， 把 河岸 两 边 标记 为 C 岸 、D 岸 ; 然 
后 把 岸 和 岛 抽象 为 “点 ”， 而 将 其 相连 的 大 桥 抽象 为 “ 边 ”。 如 下 图 A 所 示 ， 
我 们 称 为 欧 拉 图 。 
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图 图 B 
现在 ， 你 是 否 可 以 策划 出 一 种 可 行 方案 ， 能 够 将 每 座 桥 穿 过 一 次 呢 ? 用 铅 
笔画 一 下 吧 。 欧 拉 找 到 一 种 成 功 的 步行 方式 ， 除 起 点 和 终点 之 外 ， 每 一 次 通过 
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一 座 桥 走 到 一 个 岸上 之 后 ， 都 必须 找到 另 一 座 没 有 走 过 的 桥 离开 该 岸 。 因 此 ， 
和 点 相连 的 边 必须 是 成 对 的 。 要 想 将 所 有 的 桥 都 遍历 一 次 的 话 ， 除 2 个 表示 步 
行 起 点 和 终点 的 点 之 外 ， 其 他 的 点 都 必须 有 偶数 条 边 与 之 相连 。 和 某 一 点 相连 
的 边 的 数目 ， 称 之 为 “ 度 ”。 例 如 ，A 点 的 度数 为 5。 


欧 拉 定 理 
要 想 将 城市 中 所 有 的 桥 都 遍历 一 次 的 话 ， 除 最 多 2 点 


外 ， 其 他 所 有 点 的 度 都 必须 为 偶数 。 


而 在 这 个 七 桥 问题 里 ， 每 一 点 的 度数 都 是 奇数 。 这 就 意味 着 将 哥 尼 斯 堡 中 
的 所 有 桥 都 只 遍历 一 遍 是 不 可 能 的 ， 除 非 桥 的 设置 有 所 变化 。 如 果 在 A 岛 和 
B 岛 之 间 再 建 另 一 座 桥 ， 如 上 图 B 所 示 ， 那 么 A 和 B 的 度 将 变 成 偶数 。 这 就 
意味 着 可 以 从 C 出 发 ， 将 所 有 的 桥 遍 历 后 在 D 结束 。 如 果 在 C 岸 和 D 岸 之 间 
再 建 一 座 桥 ， 那 么 就 可 以 从 任何 一 点 出 发 ， 而 且 最 终 将 回 到 该 点 。 这 是 因为 在 
这 种 情况 之 下 ， 所 有 点 的 度 都 是 偶数 。 

你 在 生活 中 是 不 是 被 问 过 ， 能 否 一 笔画 出 某 个 图 形 或 一 笔 写 出 某 个 字 ， 现 
在 你 知道 如 何 求解 了 吗 ? 只 要 先 把 图 形 或 字 抽 象 成 欧 拉 图 ， 再 计算 每 个 顶点 的 
度数 ， 最 后 根据 欧 拉 定理 做 出 判断 。 


LE “op” omy 
加 二 、 我 应 该 先 去 哪里 ， 再 到 哪儿 ? 
李 明 是 立 白 集 团 的 一 名 超级 推销 员 ， 立 白 集团 


是 一 家 日 化 企业 , 主要 销售 洗涤 用 品 , 总 部 设 在 广州 。 
他 已 经 连续 3 年 获得 年 度 推销 员 奖 章 ， 这 足以 证 明 
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他 的 能 力 。 他 负责 的 城市 包括 沈阳 、 南 京 、 武 汉 、 重 庆 ， 他 每 个 月 都 要 往返 这 
些 城市 一 次 。 摆 在 他 面前 的 是 如 何 制定 旅行 路 线 ， 使 得 旅行 的 总 路 程 最 短 。 

李 明 画 出 一 张 里 程 表 ， 显 示 出 城市 之 间 的 距离 。 例 如 ， 广 州 和 沈阳 之 间 的 
路 程 为 2 324 公里 ， 这 可 以 在 下 表 中 的 广州 和 沈阳 相交 的 格子 里 找到 。 


作为 一 个 经 验 丰富 的 推销 员 ， 李 明 制 作 了 一 张 销 售 城市 的 草图 ， 这 张 图 并 
不 是 很 精确 ， 只 要 能 告诉 他 这 些 城市 的 大 概 位 置 和 它们 之 间 的 距离 就 可 以 了 。 
他 经 常 采取 的 一 个 路 线 是 从 广州 出 发 ， 依 次 前 往 沈阳 、 武 汉 、 重 庆 、 南 京 ， 再 
到 广州 。 但 是 他 意识 到 总 路 程 为 7 629 公里 (2 324+1 669+867+1 396+1 373) ， 
从 里 程 数 来 讲 ， 代 价 是 非常 高 的 ， 还 有 更 好 的 路 线 吗 ? 

对 于 制订 这 样 一 个 销售 区 域 的 旅行 计划 ， 我 们 需要 记得 ， 李 明 的 职责 并 不 
是 要 制订 一 个 详尽 周密 的 旅行 计划 一 一 
而 是 前 往 那 边 推销 产品 。 通 过 察看 他 在 
广州 办 公 室 里 的 一 张 地 图 ， 他 发 现 离 他 
最 近 的 城市 是 武汉 。 广 州 到 武汉 的 路 程 
为 1 069 公里 ， 相 比 之 下 ， 到 南京 的 路 
程 是 1 373 公里 ， 到 沈阳 的 路 程 是 2 324 公里 ， 到 重庆 的 路 程 是 1 357 公里 。 
他 还 没有 制订 出 一 个 完整 的 计划 ， 便 起 身 去 了 武汉 。 当 他 到 达 武 汉 并 完成 了 那 
里 的 工作 事务 之 后 ， 他 继续 选择 离 它 最 近 的 城市 作为 下 一 个 目的 地 。 这 次 他 
选择 了 南京 ， 因 为 南京 和 武汉 之 间 的 距离 为 537 公里 ， 比 起 其 他 两 个 城市 更 
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达到 南京 之 后 ， 他 经 过 的 总 路 程 为 1 069+537=1 606 公里 。 他 接 下 来 要 在 
重庆 和 沈阳 之 间 进 行 选择 。 因 为 重庆 更 近 一 些 ， 所 以 他 选择 了 先 去 重庆 ， 再 
去 沈阳 ， 最 后 从 沈阳 回 广州 。 因 为 从 沈阳 到 广州 的 距离 为 2 324 公里 ， 是 最 
长 的 一 条 线路 ， 所 以 这 个 路 线 总 长 为 7 483 公里 ， 只 比 之 前 的 常规 路 线 短 了 
一 点 点 。 

这 种 思考 方式 通常 称 为 寻找 最 短路 径 的 “ 贪 禁 算 法 ”。 这 是 因为 李 明 的 决 
策 总 是 局 部 的 决策 一 一 他 在 某 个 城市 时 候 总 是 寻找 离 他 最 近 的 城市 作为 下 一 个 
目的 地 。 通 过 这 种 方式 ， 他 永远 不 需要 考虑 下 一 站 外 的 路 线 ， 这 种 方法 并 不 是 
战略 最 优 ， 因 为 他 没有 考虑 总 体 最 优 的 路 径 ， 也 许 还 有 一 个 更 短 的 路 径 。 

李 明 发 现 ， 旅 行 只 涉及 5 个 城市 ， 他 可 以 好 好 利用 这 个 便利 。 因 为 城 
市 很 少 ， 所 以 他 完全 可 以 列 出 所 有 可 能 的 路 径 ， 然 后 选 出 最 短 的 一 条 。5 个 
城市 总 共 可 以 有 24 条 不 同 的 路 径 ， 而 他 只 需要 检查 其 中 的 12 条 就 可 以 了 ， 
因为 每 一 条 与 它 的 相反 路 径 是 等 长 的 。 这 种 方法 解决 了 李 明 的 困惑 ， 他 发 现 
最 短路 径 是 广州 一 武汉 一 南京 一 沈阳 一 重庆 一 广州 。 它 的 总 路 程 为 6 631 公 
里 〈1 069+537+1 511+2 157+1 357) 。 


沈阳 

还 好 ， 李 明 只 负责 5 个 城市 。 如 果 增加 到 13 个 
城市 ， 需 要 检查 的 路 径 有 3.1X10? 条。 如 果 计算 机 1 4 \ 
重庆 


秒 打印 1 条 路 径 ， 需 要 几 个 世纪 的 时 间 才 能 把 所 有 的 
路 径 打印 出 来 。 对 于 100 个 城市 ， 则 需要 几 千年 的 时 _+( 1H) 


武汉 


间 才 能 完成 。 

我 们 把 李 明 遇 到 的 问题 称 为 “旅行 推销 员 问 题 ”， \ 
也 称 TSP 问题 (travelling salesman problem) ， 是 数 广 州 
学 领域 中 的 著名 问题 之 一 。 最 短路 线 图 


TSP 问题 是 一 个 组 合 优化 问题 。 该 问题 可 以 被 证 明 具 有 NPC 计算 复杂 性 。 
因此 ， 任 何 能 使 该 问题 求解 得 以 简化 的 方法 ， 都 将 受到 高 度 的 评价 和 关注 。 虽 
然 随 着 计算 机 运算 速度 的 提高 ， 已 经 有 一 些 精确 的 方法 可 以 处 理 5 000 个 城市 


@ 
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的 问题 。 但 一 般 采用 非 精确 的 方法 给 出 一 些 路 径 ， 使 它们 有 一 定 的 概率 成 为 最 
优 路 径 。 这 样 计算 就 简单 得 多 。 

可 是 ， 回 到 北京 以 后 ， 李 明 意 识 到 这 个 旅程 花费 的 时 间 还 是 太 长 了 ， 他 想 
节省 的 并 不 是 距离 ， 而 是 时 间 。 当 关注 的 焦点 是 时 间 时 ， 情 况 就 有 所 不 同 了 。 
因为 在 主 航线 上 的 飞行 速度 通常 要 比 支 航线 上 的 飞行 速度 快 ， 李 明 注 意 到 广州 
飞 往 沈 阳 的 直 飞 只 要 3.5 小 时 。 于 是 他 画 出 了 一 张 新 的 表格 ， 标 出 了 这 些 城市 
间 的 旅行 时 间 。 通 过 类 似 求 距离 最 短路 径 的 方式 ， 他 找 出 了 时 间 花费 最 短 的 路 
径 。 同 样 地 ， 李 明 下 一 步 可 以 找 出 开销 最 少 的 路 径 。 
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三 、 只 用 四 种 颜色 可 以 为 地 图 着 色 吗 ? 


1852 年 ， 毕 业 于 伦敦 大 学 的 弗 南 西 斯 。 格 思 里 (Francis Guthrie) 来 到 一 家 
科研 单位 搞 地 图 着 色 工 作 时 ， 发 现 了 一 种 有 趣 的 现象 : “看 来 ， 每 幅 地 图 都 可 
以 用 四 种 颜色 着 色 , 使 得 有 共同 边界 的 国家 着 上 不 同 的 颜色 。 ”用 数学 语言 表示 ， 
即 “ 将 平面 任意 地 细 分 为 不 相 重 全 的 区 域 ， 
每 一 个 区 域 总 可 以 用 1，2，3，4 这 四 个 
数字 之 一 来 标记 ， 而 不 会 使 相 邻 的 两 个 区 
域 得 到 相同 的 数字 ”。 这 个 结论 能 不 能 从 
数学 上 加 以 严格 证 明 呢 ? 他 和 在 大 学 读书 
的 弟弟 格 里 斯 决心 试 一 试 。 兄 弟 二 人 为 证 
明 这 一 问题 而 使 用 的 稿 纸 已 经 堆 了 一 大 难 ， 可 是 研究 工作 没有 进展 。 

1852 年 10 月 23 日 ,他 的 弟弟 就 这 个 问题 的 证 明 请 教 他 的 老师 一 一 著名 
数学 家 德 。 摩 尔 根 。 摩 尔 根 也 没有 能 找到 解决 这 个 问题 的 途径 ， 于 是 写 信 向 自 
己 的 好 友 著 名 数学 家 哈密 尔 顿 事 士 请 教 。 哈 密 尔 顿 接 到 摩尔 根 的 信 后 ， 对 四 色 
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问题 进行 论证 。 但 直到 1865 年 哈密 尔 顿 逝世 为 止 ， 问 题 也 没有 能 够 解决 。 
1872 年 ， 英 国 当时 最 著名 的 数学 家 凯利 正式 向 伦敦 
数学 学 会 提出 了 这 个 问题 ， 于 是 四 色 猜 想 成 了 世界 数学 


界 关注 的 问题 。 世 界 上 许多 一 流 的 数学 家 都 纷纷 参加 了 向 * 
四 色 猜 想 的 大 会 战 。1878 一 1880 年 ， 著 名 的 律师 兼 数 学 - 

家 肯 普 和 泰勒 两 人 分 别提 交 了 证 明 四 色 猜 想 的 论文 ， 宣 

布 证 明了 四 色 定理 ， 大 家 都 认为 四 色 猜 想 从 此 也 就 解 a 
RT. 肯 普 


肯 普 的 证 明 是 这 样 的 ， 首先 指出 如 果 没 有 一 个 国家 包围 其 他 国家 ， 或 没有 
三 个 以 上 的 国家 相遇 于 一 点 ， 这 种 地 图 就 说 是 “正规 的 ”《〈 如 下 图 左 ) 。 和 否则 
为 非 正规 地 图 〈 如 下 图 右 ) 。 一 张 地 图 往往 是 由 正规 地 图 和 非 正规 地 图 联系 在 
一 起 ， 但 非 正规 地 图 所 需 颜色 种 数 一 般 不 超过 正规 地 图 所 需 的 颜色 ， 如 果 有 一 
张 需要 五 种 颜色 的 地 图 ， 那 就 是 指 它 的 正规 地 图 是 五 色 的 ， 要 证 明 四 色 猜 想 成 
立 ， 只 要 证 明 不 存在 一 张 正规 五 色 地 图 就 足够 了 。 


肯 普 是 用 归 廖 法 来 证 明 的 ， 大 意 是 如 果 有 一 张 正规 的 五 色 地 图 ， 就 会 存在 
一 张 国 数 最 少 的 “ 极 小 正规 五 色 地 图 ”， 如 果 极 小 正规 五 色 地 图 中 有 一 个 国家 
的 邻 国 数 少 于 六 个 ， 就 会 存在 一 张 国 数 较 少 的 正规 地 图 仍 为 五 色 的 ， 这 样 一 来 
就 不 会 有 极 小 五 色 地 图 的 国 数 ， 也 就 不 存在 正规 五 色 地 图 了 。 这 样 肯 普 就 认为 
他 已 经 证 明了 “四 色 问 题 ”， 但 是 后 来 人 们 发 现 他 错 了 。 不 过 肯 普 的 证 明 阐 明 
了 两 个 重要 的 概念 ， 对 以 后 问题 的 解决 提供 了 途径 。 

第 一 个 概念 是 “ 构 形 ”。 他 证 明了 在 每 一 张 正规 地 图 中 至 少 有 一 国 具 有 两 
个 、 三 个 、 四 个 或 五 个 邻 国 ， 不 存在 每 个 国家 都 有 六 个 或 更 多 个 邻 国 的 正规 地 
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图 ， 也 就 是 说 ， 由 两 个 邻 国 、 三 个 邻 国 、 四 个 或 五 个 邻 国 组 成 的 一 组 “ 构 形 ” 
是 不 可 避免 的 ， 每 张 地 图 至 少 含有 下 面 这 四 种 构 形 中 的 一 个 。 


0 ASY 


肯 普 提出 的 第 二 个 概念 是 “可 约 ” 性 。“ 可 约 ” 这 个 词 的 使 用 是 来 自 肯 普 
的 论证 。 他 证 明了 只 要 五 色 地 图 中 有 一 国 具 有 四 个 邻 国 ， 就 会 有 国 数 减 少 的 五 
色 地 图 。 自 从 引入 “ 构 形 ”“ 可 约 ” 概 念 后 ， 逐 步 发 展 了 检查 “ 构 形 ”以 决定 
是 否 “ 可 约 ” 的 一 些 标准 方法 ， 能 够 寻求 “可 约 ”“ 构 形 ” 的 不 可 避免 组 ， 是 
证 明 “ 四 色 问 题 ” 的 重要 依据 。 但 要 证 明 大 的 构 形 可 约 ， 需 要 检查 大 量 的 细节 ， 
这 是 相当 复杂 的 。 

11 年 后 ， 即 1890 年 ， 数 学 家 赫 伍德 以 自己 的 精确 计算 指出 肯 普 的 证 明 是 
错误 的 。 不 久 ， 泰 勤 的 证 明 也 被 人 们 和 否定 了 。 后 来 ， 越 来 越 多 的 数学 家 虽然 对 
此 绞 尽 脑汁 ， 但 一 无 所 获 。 

进入 20 世纪 以 来 ， 科 学 家 们 对 四 色 猜 想 的 证 明基 本 上 是 按照 肯 普 的 想法 
在 进行 。1913 年 ， 美 国 著名 数学 家 、 哈 佛 大 学 的 伯 克 堆 夫 利 用 肯 普 的 想法 ， 
结合 自己 新 的 设想 ， 证 明了 某 些 大 的 构 形 可 约 。 后 来 美国 数学 家 富兰克林 于 
1939 年 证 明了 22 国 以 下 的 地 图 都 可 以 用 四 色 着 色 。1950 年 ， 有 人 从 22 国 推 
进 到 35 国 。1960 年， 有 人 又 证 明了 39 国 以 下 的 地 图 可 以 只 用 四 种 颜色 着 色 ; 
随后 又 推进 到 了 50 国 。 看 来 这 种 推进 仍然 十 分 缓慢 。 

高 速 数字 计算 机 的 发 明 ， 促 使 更 多 数学 家 对 “四 色 问 题 ” 的 研究 。 从 
1936 年 就 开始 研究 四 色 猜 想 的 海 克 ， 公 开 宣 称 四 色 猜 想 可 用 寻找 可 约 图 形 的 
不 可 避免 组 来 证 明 。 他 的 学 生 丢 雷 写 了 一 个 计算 程序 ， 海 克 不 仅 能 用 这 程序 产 
生 的 数据 来 证 明 构 形 可 约 ， 而 且 描绘 可 约 构 形 的 方法 是 从 将 地 图 改造 成 为 数学 
上 称 为 “对 偶 ” 图 着 手 的 。 

他 把 每 个 国家 的 首都 标 出 来 ， 然 后 把 相 邻 国家 的 首都 用 一 条 越过 边界 的 铁 


@ 
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路 连接 起 来 ， 除 首都 〈 称 为 顶点 ) 及 铁路 〈 称 为 弧 或 边 ) 外 ， 擦 掉 其 他 所 有 的 
线 ， 剩 下 的 称 为 原 图 的 对 偶 图 。 到 了 20 世纪 60 年 代 后 期 ， 海 克 引 进 一 个 类 似 
于 在 电网 络 中 移动 电荷 的 方法 来 求 构 形 的 不 可 避免 组 。 在 海 克 的 研究 中 第 一 次 
以 颇 不 成 熟 形式 出 现 的 “放电 法 ”， 对 以 后 关于 不 可 避免 组 的 研究 是 个 关键 ， 
也 是 证 明 四 色 定理 的 中 心 要 素 。 

电子 计算 机 问世 以 后 ， 由 于 演算 速度 迅速 提高 ， 加 之 人 机 对 话 的 出 现 ， 大 
大 加 快 了 对 四 色 猜 想 证 明 的 进程 。 美 国 伊利 诺 伊 大 学 哈 肯 在 1970 年 着 手 改进 
“放电 过 程 ”， 后 与 阿 佩 尔 合作 编制 了 一 个 很 好 的 程序 。 就 在 1976 年 6 月 ， 
他 们 在 美国 伊利 诺 伊 大 学 的 两 台 不 同 的 电子 计算 机 上 ， 用 了 1 200 个 小 时 ， 作 
了 100 亿 次 判断 ， 终 于 完成 了 四 色 定 理 的 证 明 ， 奈 动 了 世界 。 

这 是 一 百 多 年 来 吸引 许多 数学 家 与 数学 爱好 者 的 大 事 ， 当 两 位 数学 家 将 他 
们 的 研究 成 果 发 表 的 时 候 ， 当 地 的 邮局 在 当天 发 出 的 所 有 邮件 上 都 加 盖 了 “四 
色 问 题 ” 的 特制 邮戳， 以 庆祝 这 一 难题 获得 解决 。 

“四 色 问 题 ” 的 证 明 不 仅 解决 了 一 个 历时 100 多 年 的 难题 ， 而 且 成 为 数学 
史上 一 系列 新 思维 的 起 点 。 在 “四 色 问 题 ”的 研究 过 程 中 ， 不 少 新 的 数学 理论 
随 之 产生 ， 也 发 展 了 很 多 数学 计算 技巧 。 如 将 地 图 的 着 色 问 题 化 为 图 论 问题 ， 
丰富 了 图 论 的 内 容 。 不 仅 如 此 ，“ 四 色 问 题 ”在 有 效 设计 航空 班机 日 程 表 、 设 
计 计 算 机 编码 程序 上 都 起 到 了 推动 作用 。 不 过 不 少数 学 家 并 不 满足 于 计算 机 
取得 的 成 就 ， 他 们 认为 应 该 有 一 种 简捷 明快 的 书面 证 明 方法 。 直 到 现在 ， 仍 有 
不 少数 学 家 和 数学 爱好 者 在 寻找 更 简洁 的 证 明 方法 。 


Xo boy, San Sod A: 
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数学 本 身 就 是 一 门 艺术 ， 艺 术 的 美 是 与 数学 分 不 开 的 。 美 学 家 笛 卡 


儿 认 为 艺术 中 美的 “数学 关系 ”来 自 直观 的 感受 , 是 理性 知识 , 是 最 简单 、 
最 精确 而 又 不 证 自明 的 真理 。 


第 一 入 ”美的 奥秘 


0.618 


公元 前 约 300 年 ， 欧 几 里 得 写 出 集大成 的 《几何 原本 》 (Elements) ， 这 
部 综合 论著 建立 在 巴比伦 人 及 其 追随 者 毕 达 哥 斯 拉 的 数学 基础 上 。 在 第 6 卷 中 ， 
欧 几 里 得 解释 道 : “一 条 线段 被 分 割 时 ， 若 整 条 线段 与 分 隔 后 的 长 线段 的 比 等 
于 长 线段 与 短线 段 的 比 ， 则 称 这 条 线段 以 “中 外 比 ” 分 隔 。” 让 我 们 从 数学 角 
度 看 一 下 这 段 话 。 下 图 画 出 了 一 条 被 分 成 两 部 分 的 线段 ， 其 长 度 是 4 AB, A 
B>4, 则 线 的 总 长 度 为 4+8, 欧 几 里 得 认为 如 果 4+B 与 下 的 比 等 于 了 和 4 的 比 ， 
则 该 线段 以 “中 外 比 ” 分 割 。 


A B | 
a 下 
注意 此 时 有 2-448 |, 4 -1+(4) 


将 方程 两 边 乘 以 分 ， 可 以 看 出 也 -是 多 项 式 x*-x-1 的 根 ,由 于 -2 是 正 数 ， 
可 得 


BHYS -~ 1.618 033 989… 


A 
在 现在 的 术语 中 ， 这 样 的 分 割 是 黄金 分 割 (Golden Section), 4 称 为 黄金 
分 割 率 〈 也 被 称 为 神圣 比率 ) ， 它 是 一 个 数学 常数 ， 一 般 以 希腊 字母 © 表示 ， 
这 是 对 伟大 的 希腊 雕塑 家 菲 迪 亚 斯 的 纪念 ， 据 说 他 使 用 了 黄金 分 割 率 。 
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黄金 分 割 也 可 理解 为 “ 较 大 部 分 与 整体 部 分 的 比值 等 于 较 小 部 分 与 较 大 部 
分 的 比值 ”， 其 比值 是 一 个 无 理 数 ， 约 为 0.618， 应 用 时 一 般 取 0.618 ， 就 像 
圆周 率 在 应 用 时 取 3.14 一 样 。 黄 金 分 割 具有 严格 的 比例 性 、 艺 术 性 、 和 谐 性 ， 
蕴藏 着 丰富 的 美学 价值 ， 而 且 呈 现 于 不 少 动物 和 植物 的 外 观 。 现 今 黄金 分 割 应 


用 在 很 多 工业 产品 、 电 子 产品 、 建 筑 物 或 艺术 品 ， 展 现 其 功能 性 与 美观 性 。 


CD) ) 人 能 用 直 尺 和 国 规 画 出 一 个 黄金 答 形 (长 宽 比 为 黄金 分 割 比 ) 吗 ? 


@-. “sek” 5 “SRR” 


人 类 研究 发 现 ， 人 体 其 实 是 世界 上 最 美的 物体 之 一 。 德 国美 学 家 泽 辛 对 人 


体 做 了 大 量 的 计算 ， 发 现 人 体 的 黄金 分 割 点 1+ 


竟然 有 四 处 ， 即 为 肚脐 、 咽 喉 、 膝 关节 和 肘 
关节 。 就 人 体 的 整体 结构 而 言 ， 从 脚底 往 上 06184 
量 ， 人 整体 身高 的 0.618 处 正好 在 肚脐 附近 。 
肚脐 以 下 与 一 个 人 整体 身高 的 比 为 0.618: 1, 
就 构成 了 黄金 分 制 ， 这 样 的 比例 会 给 人 以 每 
服 、 优 美的 感觉 。 0 


除 此 之 外 ， 人 体 上 还 存在 3 处 黄金 分 割 。 第 一 处 是 咽喉 ， 是 肚脐 以 上 部 分 


的 黄金 分 割 点 。 咽 喉 至 头顶 与 咽喉 至 肚脐 长 度 的 比 
为 0.618 : 1。 第 二 处 是 膝盖 ， 是 肚脐 以 下 部 分 的 黄 
金 分 割 点 ， 膝 盖 至 脚后跟 与 肚脐 至 膝盖 长 度 的 比 为 
0.618 : 1， 第 三 处 是 肘 关 节 ， 其 是 上 肢 部 分 的 黄金 分 
割 点 ， 肩 关节 至 肘 关 节 与 肘 关 节 至 中 指 指 尖 长 度 的 
比 也 为 0.618 : 1。 如 果 一 个 人 这 四 处 结构 的 比例 都 
符合 黄金 分 割 律 ， 那 么 这 个 人 的 身体 比例 看 起 来 就 
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是 最 优美 的 。 除 此 之 外 ， 人 体 上 还 有 很 多 细微 之 处 都 能 看 到 黄金 分 割 的 身影 ， 
这 是 经 过 长 时 间 的 自然 选择 而 形成 的 最 适合 人 类 生存 的 比例 。 

人 的 生命 体征 中 也 有 许多 符合 黄金 分 割 的 现象 。 人 类 的 消化 道 长 9 米 ， 
其 0.618 为 5.5 米 ， 是 承担 消化 吸收 任务 的 小 肠 的 长 度 。 

“三 庭 五 眼 ” 的 “瓜子 脸 、 忽 蛋 脸 ” 是 世界 各 国 均 认为 最 美的 脸型 ， 从 标 
准 脸型 的 美学 标准 来 看 ， 面 部 长 度 与 宽度 的 比例 为 1.618: 1， 符 合 黄金 比例 。 
wee | chan 我 国 用 “三 庭 五 眼 ” 作 为 五 官 与 脸型 相 搭配 
的 美学 标准 。 

三 庭 ， 指 脸 的 长 度 比例 ， 把 脸 的 长 度 分 
.为 三 个 等 分 ， 从 前 额 发 际 线 至 眉 骨 ， 从 眉 骨 
va 至 鼻 底 ， 从 鼻 底 至 下 频 ， 各 占 脸 长 的 1/3。 
mm 五 眼 ， 指 脸 的 宽度 比例 ， 以 眼 形 长 度 为 
单位 ， 把 脸 的 宽度 分 成 五 个 等 分 ， 从 左 侧 发 

4 际 至 右 侧 发 际 ， 为 五 只 眼 形 。 两 只 眼睛 之 间 
pcledlinhaneis 有 一 只 眼睛 的 间距 ， 两 眼 外 侧 至 侧 发 际 各 为 
眉毛 到 脖子 的 距离 / 头顶 到 脖子 的 距 
离 =0.618 一 只 眼睛 的 间距 ， 各 占 比例 的 1/5. 


二 、 无 处 不 在 的 黄金 比例 


黄金 比例 在 生活 中 的 应 用 非常 广泛 ， 如 一 年 有 12 个 月 ，12 乘 以 0.618 近 
似 等 于 7.4， 在 7 一 8 月 ， 人 体 血液 中 淋巴 细胞 最 多 ， 能 生成 大 量 抵抗 各 种 微 生 
物 的 淋巴 因子 ， 因 此 ， 这 时 人 的 免疫 力 最 强 ， 较 少 得 病 。 在 有 利于 后 代 成 长 的 
角度 看 ， 在 这 个 时 期 最 适宜 孕育 新 生命 ， 因 此 7 一 8 月 也 是 婚配 的 最 佳 时 期 。 

人 体 的 正常 体温 是 35C 一 37C， 这 个 体温 与 0618 的 乘积 恰好 是 
2AC~ 22.8C， 这 也 是 为 什么 人 在 环境 气温 22C~ 24C 下 生活 感到 最 适宜 。 而 且 
在 这 一 环境 温度 中 ， 人 体 的 生理 功能 、 生 活 节 奏 等 新 陈 代谢 水 平均 处 于 最 佳 状态 。 
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再 如 ， 舞 台 上 的 报 幕 员 并 不 是 站 在 舞台 的 正中 央 ， 而 是 偏 在 台 上 一 侧 ， 以 
站 在 舞台 长 度 的 黄金 分 割 点 的 位 置 最 美观 ， 声 音 传播 的 效果 最 好 。 

中 华人 民 共 和 国 的 国旗 是 矩形 ， 长 与 宽 的 比例 是 3: 2， 这 个 比值 与 黄金 比 
例 也 很 相近 ， 而 且 国旗 上 的 五 角 星 的 每 条 边 也 都 是 按 黄 金 比 例 进行 划分 的 。 

养生 学 家 通过 多 年 观察 发 现 ， 动 和 静 是 一 个 0.618 比例 关系 ， 大 致 四 分 动 
六 分 静 才 是 较 佳 养生 之 法 。 医 学 专家 分 析 后 发 现 ， 人 的 脑 电 波 图 ， 当 高 低频 率 
的 比 为 1: 0.618 时 ， 是 身心 最 感 快乐 欢 愉 的 时 刻 。 


就 连 植物 界 的 叶片 的 茎 叶 也 是 按照 黄金 比例 的 规律 排列 着 的 。 


三 、 军 事 中 的 0.618 


也 许 ，0.618 在 科学 艺术 上 的 表现 我 们 已 了 解 了 很 多 ， 但是， 你 有 没有 听 
说 过 ，0.618 还 与 炮火 连天 、 硝 烟 弥漫 、 血 肉 横 飞 的 战场 有 着 不 解 之 缘 。 


> 0.618 与 武器 装备 

在 冷 兵器 时 代 ， 人 们 还 不 知道 黄金 分 割 , 
率 这 个 概念 ， 但 在 制造 宝剑 、 大 刀 、 长 矛 等 BEE 
武器 时 ， 黄 金 分 割 率 的 法 则 已 处 处 体现 。 实 E 


ME, MERI IZ AE, Bea 
炮弹 、 弹 道 导 弹 沿 弹道 飞行 的 顶点 ; 从 飞 
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机 进入 俯冲 又 炸 状态 的 最 佳 投弹 高 度 和 角度 ， 到 坦克 外 壳 设 计时 的 最 佳 避 弹 坡 
度 ， 黄 金 分 割 率 无 处 不 在 。 

相传 ， 在 发 射 子弹 的 步枪 刚刚 制造 出 来 的 时 候 ， 它 的 枪 把 和 枪 身 的 长 度 比 
例 很 不 科学 合理 ， 也 不 方便 于 抓 握 和 瞄准 。 到 了 1918 年 ， 一 个 名 叫 阿尔 文 。 约 
克 的 美国 远征 军 下 士 ， 对 这 种 步枪 进行 了 改造 ， 改 进 后 的 枪 型 枪 身 和 枪 把 的 比 
例 恰恰 符合 0.618 的 比例 。 


> 0.618 与 战争 


在 历史 上 发 生 的 战争 中 ， 很 多 都 遵循 着 0.618 的 规律 。 

数 百年 来 ， 人 们 对 成 吉 
思 汗 的 蒙古 骑兵 ， 为 什么 能 像 
飓风 扫 落 叶 般 地 席卷 欧 亚 大 
陆 颇 感 费解 。 蒙 古 骑兵 的 战斗 
队 形 与 西方 传统 的 方 阵 大 不 
相同 ， 在 它 的 5 排 制 阵 形 中 
人 盔 马 甲 的 重 骑 兵 和 快捷 灵动 轻骑 兵 的 比例 为 2: 3， 这 就 是 一 个 黄金 分 割 ! 
你 不 能 不 佩服 那 位 马 背 军事 家 的 天 才 妙 悟 。 

再 看 西方 ， 以 海湾 战争 为 例 。 战 前 ， 据 军事 专家 估计 ， 如 果 共 和 国 卫队 的 
装备 和 人 员 ， 经 空中 友 炸 损失 达到 或 超过 30%， 就 将 基本 丧失 战斗 力 。 为 了 使 
伊 军 的 损耗 达到 这 个 临界 点 ， 美 英 联军 一 再 延长 厄 炸 时 间 ， 持 续 38 天 ， 直 到 
摧毁 了 伊拉克 在 战区 内 428 辆 坦克 中 
的 38%、2 280 辆 装甲 车 中 的 32%、 
3 100 门 火炮 中 的 47%， 这 时 伊 军 实 
力 下 降 至 60% 左右 ， 这 正 是 军队 丧失 
战斗 力 的 临界 点 。 也 就 是 将 伊拉克 军 
事 力 量 削弱 到 黄金 分 割 点 上 后 ， 美 英 


@ 
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联军 才 抽 出 “沙漠 军刀 ” 砍 向 萨 达 姆 ， 在 地 面 作战 只 用 了 100 个 小 时 就 达到 了 
战争 目的 。 


二 节 ”建筑 的 数学 之 美 


大 约 一 万 年 前 ， 人 类 从 通过 采集 和 打猎 获得 食物 逐渐 变 为 种 植 庄稼 和 驯养 
动物 ， 慢 慢 地 离开 洞穴 ， 开 始 建造 原始 住所 ， 为 了 安全 ， 他 们 聚集 在 村 庄内 ， 
并 通过 使 用 绳索 和 棍棒 ， 画 出 直线 和 圆 。 人 们 造 谷 仓 、 发 明 轮 子 和 轴 ， 并 制造 
车 辆 。 这 些 早期 的 设计 、 建 筑 和 造型 工作 培养 了 人 类 对 平面 和 空间 关系 的 感觉 。 
人 们 兴建 灌溉 工程 ， 不 断 促进 科技 的 发 展 ， 数 学 的 实践 就 此 展开 。 那 时 的 数学 
还 是 一 种 基础 数学 ， 几 乎 没有 符号 ， 也 不 能 用 公式 表示 通用 的 方法 。 数 学 被 用 
于 计算 基本 面积 和 体积 ， 作 为 一 种 解决 特定 实际 问题 的 工具 。 


一 、 帕 特 农 神 庙 与 黄金 分 割 


人 们 公认 的 一 种 美的 数 比 当 推 “黄金 分 割 ”。 黄 金 分 割 显示 出 了 事物 的 
匀称 美 ， 是 建筑 结构 美的 一 个 形式 要 素 。 古 埃及 的 金字 塔 ， 印 度 的 泰 姬 陵 ， 法 
国 的 巴黎 圣母 院 和 中 国 的 承德 避暑 山庄 烟雨 楼 等 都 与 黄金 分 割 有 着 不 解 之 缘 。 

以 古 希腊 建筑 家 菲 迪 亚 斯 设计 的 帕 特 农 神 庙 为 例 ， 它 是 世界 上 唯一 被 誉 为 
至 高 无 上 而 没有 争议 的 古 建筑 ， 也 是 古 希 腊 众多 庙宇 建筑 中 最 伟大 、 最 精巧 的 
杰作 。 那 无 与 伦比 的 数学 整数 式 柱 列 ， 那 完美 超群 的 黄金 分 制式 立 面 ， 对 欧洲 
乃至 全 世界 的 建筑 都 产生 了 巨大 的 影响 。 

帕 特 农 神 庙 包含 两 种 柱 式 系列 ， 它 们 都 明显 地 体现 出 了 优美 的 几何 规 
则 ， 也 是 永 不 凋谢 的 艺术 精品 。 由 这 些 柱 列 所 构成 的 比例 极端 匀称 的 帕 特 农 
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神 庙 已 成 为 世界 性 的 研究 课题 。 一 些 专家 认为 ， 神 庙 之 所 以 如 此 壮丽 和 谐 ， 是 
因为 它 的 高 、 宽 、 柱 间距 等 都 符合 黄金 分 割 律 所 画 出 的 特定 的 几何 图 形 ， 而 由 
这 些 特定 的 几何 图 形 建造 出 来 的 建筑 总 是 美的 。 那 痢 然 屹立 的 大 理 石柱 廊 ， 不 
仅 以 黄金 比分 割 了 整个 庙宇 ， 而 且 使 柱廊 高 与 整个 神殿 高 之 比 也 为 黄金 数 ， 
从 而 使 神 庙 上 下 、 前 后 比例 浑然 一 体 。 


AB 山形 墙 人 B 


帕 特 农 神 庙 


上 海 的 东方 明珠 广播 电视 塔 ， 塔 身高 达 468 米 。 为 了 美化 塔 身 ， 设 计 师 巧 
妙 地 在 上 面 装 置 了 晶莹 耀眼 的 上 球体 、 下 球体 和 太空 舱 ， 既 可 供 游人 登高 俯 辐 
地 面 景色 ， 又 使 笔直 的 塔 身 有 了 曲线 变化 。 更 妙 的 是 ， 上 球体 所 选 的 位 置 在 塔 
身 总 高 度 5 : 8 的 地 方 ， 即 从 上 球体 到 塔 顶 的 距离 ， 同 上 球体 到 地 面 的 距离 大 
约 是 5 : 8, 这 一 符合 黄金 分 割 之 比 的 安排 ， 使 得 塔 体 挺拔 秀美 , 极 具 审美 效果 。 


东方 明珠 广播 电视 塔 
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加 二 、 几 何 图 形 在 建筑 中 的 运用 


在 尼罗河 三 角 洲 南面 的 埃及 ， 错 落 
有 致 地 散布 着 八 十 多 座 金 字 塔 ， 这 是 奴 
隶 制 帝王 一 一 法 老 的 陵墓 。 这 些 金字 塔 
大 约 建 于 公元 前 二 千 五 百年 。 尽 管 当时 
的 人 们 还 没有 完整 的 数学 知识 ， 但 却 给 
后 人 留 下 了 许多 神奇 的 故事 。 

第 四 王朝 的 3 位 皇帝 胡 夫 、 海 夫 拉 和 门 卡 乌拉 在 尼罗河 三 角 洲 的 吉 萨 〈 在 
今 开 罗 近 郊 ) ， 造 了 一 个 金字 塔 群 ， 主 要 由 胡 夫 金字 塔 、 哈 夫 拉 金字塔、 重卡 
拉 金 字 塔 及 大 狮 身 人 面 像 组 成 ， 周 围 还 有 许多 “ 玛 斯 塔 巴 ”与 小 金字 塔 。 其 中 
胡 夫 金字 塔 是 古 埃及 金字 塔 最 成 熟 的 代表 ， 被 后 世 的 人 们 称 为 “大 金字 塔 ”。 

金字 塔 群 是 古 埃及 文明 的 代表 作 ， 据 说 是 古 埃及 法 老 的 陵寝 ， 它 建造 于 沙 
漠 之 中 ， 结 构 精 巧 ， 外 形 宏伟 ， 是 古 埃 及 的 象征 。 它 们 分 布 在 尼罗河 两 岸 、 古 
上 埃及 和 下 埃及 、 今 苏丹 和 埃及 境内 。 据 古 希腊 历史 学 家 希 罗 多 德 的 估算 ， 
修建 胡 夫 金字 塔 一 共用 了 20 年 时 间 ， 每 年 用 工 10 万 人 。 金 字 塔 一 方面 体现 了 
古 埃及 人 民 的 智慧 ， 另 一 方面 也 成 为 了 法 老 专制 统治 的 见证 。 


希 罗 多 德 : 公元 前 5 世纪 ( 约 前 480 一 前 425 年 ) 
的 古 希腊 作家 、 历 史学 家 ， 他 把 旅行 中 的 所 闻 所 见 ， 
以 及 第 一 波斯 帝国 的 历史 记录 下 来 ， 著 成 《历史 》 一 


书 ， 成 为 西方 文学 史上 第 一 部 完整 流传 下 来 的 散文 作 
品 ， 希 罗 多 德 也 因此 被 尊称 为 “历史 之 父 ”。 


胡 夫 金字 塔 几何 尺寸 十 分 精确 ， 其 4 个 面 正 对 着 东 、 南 、 西 、 北 四 方 ， 
误差 不 超过 圆 弧 的 3 分 ， 底 边 原 长 230 米 ， 由 于 塔 外 层 石灰 石 脱 落 ， 现 在 底 边 
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减 短 为 227 米 ， 倾 角 为 51 度 51 分 。 塔 原 高 
146.59 米 ， 因 顶端 剥落 ， 现 高 136.5 米 ， 相 当 
于 一 座 40 层 摩 天 大 楼 ， 塔 底面 呈正 方形 ， 其 
由 高度 乘 以 10 等 于 地 球 到 太阳 的 距离 ， 乘 以 
; 4 200 恰好 等 于 北极 极点 到 赤道 平面 的 距离 ， 
其 周 长 乘 以 43 200 恰 好 等 于 地 球 赤道 的 周 长 。 

英国 《伦敦 观察 家 报 》 有 一 位 编辑 名 叫 约翰 。 泰 勒 ， 他 是 天 文学 和 数学 的 
业余 爱好 者 。 他 曾 根据 文献 资料 中 提供 的 数据 对 大 金字 塔 进行 了 研究 。 他 首先 
注意 到 胡 夫 大 金字 塔 底 角 不 是 60”， 而 是 531"51'， 从 而 发 现 每 壁 三 角形 的 面 
积 等 于 其 高 度 的 平方 。 另 外 ， 塔 高 与 塔 基 周 长 的 比 就 是 地 球 半径 与 周 长 之 比 ， 
因此 ， 用 塔 高 来 除 底 边 的 2 倍 ， 即 可 求 得 圆周 率 x=3.141 59。 泰 勒 认为 这 个 比 
例 绝 不 是 偶然 的 ， 它 证 明了 上 古 埃 及 人 已 经 知道 地 球 是 圆 形 的 ， 还 知道 地 球 半径 
与 周 长 之 比 。 


此 外 ， 圆 锥 曲线 是 用 一 个 不 过 圆锥 面 项 
点 的 平面 截 这 个 圆锥 面 所 得 到 的 曲线 ， 一 般 
有 圆 、 椭 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 之 分 。 贺 锥 曲 
线 的 表现 性 就 存在 于 其 本 身 的 结构 之 中 。 分 
析 曲 线 本 身 的 特有 结构 ， 有 助 于 了 解 审美 主 
体 在 欣赏 建筑 美 时 所 造成 的 不 同 审美 感受 。 

圆 之 所 以 被 认为 是 平面 图 形 中 最 美的 ， 
是 因为 贺 具 有 完全 转动 的 对 称 性 ， 显示 出 一 
种 绝对 的 对 称 与 和 谐 ， 使 整体 与 部 分 显得 十 分 协调 。 这 种 过 于 强 的 对 称 性 使 
圆 形 具有 一 种 不 变 的 曲率 ， 而 这 种 不 变 的 曲率 又 由 圆 形 仅 有 的 一 种 结构 条 件 
所 决定 ， 即 “ 圆 形 轨道 上 的 所 有 点 离 中心 点 的 距离 相等 ”。 显 然 ， 这 种 图 形 
使 我 们 感到 完美 无 缺 、 稳 定 凝重 。 
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北京 的 天 坛 ， 是 我 国 古代 建筑 的 
典型 代表 ， 因 为 其 恰当 地 运用 了 圆 形 
来 体现 人 们 对 天 象 季节 关系 的 认识 和 
伦理 观念 。 它 是 古代 人 “ 天 圆 地 方 ” 
宇宙 观 的 直接 反映 ， 是 人 们 盼望 “ 风 
调 雨 顺 、 国 泰 民 安 ”的 一 种 精神 寄托 。 
进入 天 坛 ， 仿佛 来 到 了 一 个 圆 的 世界 。 

天 坛 中 的 主要 建筑 ,图 丘 坛 、 皇 穹 宇和 祈 年 典 ， 均 为 圆 形 平面 。 祈 年 殿 与 
图 丘 坛 间 的 隔 墙 为 一 半圆 ， 甚 至 连 内 外 围墙 的 北面 也 建成 圆 弧 状 。 祈 年 典 和 皇 
穹 宇 ， 都 是 圆 顶 典 宇 。 祈 年 典 不 仅 外 部 的 台 基 圆 、 平 面 圆 ， 而 且 内 部 的 构件 和 
装饰 彩绘 也 都 是 圆 形 的 ， 殿 项 还 有 圆 球 一 个 。 可 见 ， 圆 形 在 天 坛 主要 建筑 的 构 
图 中 占有 主导 地 位 ， 是 整个 建筑 群 和 谐 统一 的 重要 因素 。 


观看 过 由 米 开朗 琪 罗 设 计 的 圣 彼 得 大 教堂 的 人 ， 无 不 被 这 座 把 庞大 的 体积 
与 自由 上 升 的 运动 微妙 结合 的 艺术 品 所 折服 。 通 过 分 析 ， 这 种 表现 效果 的 产生 
依赖 于 椭圆 形 所 具有 的 固有 特征 ， 如 构成 圆 项 外 围 的 两 个 组 成 部 分 是 从 同一 个 
圆 形 中 截取 下 来 的 ， 因 此 ， 它 们 都 具有 圆 形 曲线 所 特有 的 稳固 性 。 

但 是 ， 这 两 部 分 曲线 又 是 从 较 大 的 圆 形 中 
截取 的 ， 使 得 圆心 位 置 偏离 。 这 样 的 两 个 部 分 
连接 在 一 起 就 不 会 形成 一 个 半圆 。 在 交接 处 出 
现 的 一 个 尖 点 , 在 哥 特 式 建筑 中 是 任 其 暴露 的 ， 
而 米 开 朗 琪 罗 设 计 的 这 一 拱 项 ， 却 是 隐蔽 的 ， 
它 被 一 层 顶棚 所 遮盖 。 

这 样 一 来 ， 不 但 丰富 了 外 部 的 几何 结构 
层次 ， 而 且 使 左右 两 部 分 曲线 看 上 去 好 像 连 了 6 
在 一 起 ， 但 又 不 像 同一 个 半圆 那样 显得 僵硬 。 圣 彼 得 大 教堂 
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由 于 左右 两 部 分 的 连结 体现 了 两 种 不 同 曲率 之 间 的 合 解 而 具有 一 种 椭圆 性 质 ， 
所 以 显得 特别 柔和 优美 ， 但 又 不 完全 具有 椭圆 的 特征 而 仍 透露 出 了 圆 形 曲线 所 
特有 的 稳固 性 。 整 个 拱 项 也 由 于 突破 了 圆 形 的 封闭 性 给 人 以 向 上 伸展 的 运动 感 。 


三 、 抽 和 象 数学 与 建筑 


抽象 数学 是 相对 于 古典 数学 而 言 的 ， 它 是 以 向 量 、 短 阵 等 代表 数 来 研究 数 
的 运算 规律 和 性 质 的 学 科 。 抽 象 数 学 的 分 支 众多 ， 如 群 论 、 拓 扑 学 等 。 建筑 
中 的 装饰 艺术 的 美 与 数学 中 的 群 论 联系 密切 。 即 便 是 在 遥远 的 古代 ， 虽然 还 
没有 数学 中 的 “ 群 ”的 观念 ， 但 对 称 性 以 及 对 称 花 样 已 散 见于 各 民族 的 装饰 
艺术 之 中 。 例 如 ， 在 1924 年 由 数学 家 波 尔 亚 证 明 平面 上 共有 十 七 种 对 称 图 样 
之 前 ， 西班牙 的 阿尔 汗 布 拉 富 的 装饰 已 经 一 个 不 少 地 绘制 出 了 这 十 七 种 不 同 
的 图 样 。 这 一 例子 说 明了 数学 与 建筑 之 间 有 着 一 种 微妙 的 关系 ， 不 仅 数学 增 
添 了 建筑 的 美 ， 而 且 建 筑 也 增添 了 数学 的 美 。 

拓扑 学 是 研究 拓扑 变换 (一 对 一 的 连续 变换 〉 下 图 形 的 不 变性 和 不 变量 
的 学 科 。 素 描 抽 象 艺术 的 建筑 与 拓扑 学 也 是 不 无 关系 的 。 近 年 来 ， 建筑 界 有 
一 种 追求 “应 物象 形 ” 的 趋势 ， 这 是 一 种 雷同 于 文艺 复兴 时 期 富有 人 情 味 的 
艺术 风格 。 例 如 ， 美国 田纳西 州 的 吉他 形 音乐 博物 馆 ， 纽约 航空 港 展翅 欲 飞 
的 鸟 形 修 机 楼 等 都 是 别有风味 的 象形 建筑 。 这 类 建筑 因 其 结构 上 的 复杂 性 而 增 
加 了 技术 上 的 困难 性 。 在 这 类 建筑 中 ， 数 学 功能 的 显示 除了 复杂 数学 计算 外 ， 
运用 拓扑 变换 也 是 一 个 十 分 重要 的 手段 。 建 筑 师 只 有 在 拓扑 变换 这 个 内 在 的 心 
理 意识 指挥 下 ， 才 有 利于 对 象形 模式 进行 宏观 控制 ， 达到 形似 和 神似 有 机 结 
合 的 审美 效果 。 

在 一 定 程度 上 , 建筑 就 是 数学 的 物质 化 表达 。 建筑 设计 之 美 是 一 种 形式 美 ， 
而 恰当 的 比例 在 形式 美 中 具 有 独特 的 魅力 和 作用 。 柏 拉 图 认为 “ 美 就 是 恰当 ”， 
笛 卡 儿 也 认为 “ 美 是 一 种 恰到好处 的 协调 与 适中 ”。 


大 


大 乌 状 纽约 肯尼迪 机 场 候 机 楼 


“人 类 是 按照 美的 规律 改造 世界 的 ” 。 尽 管 不 同时 期 人 们 的 审美 标准 有 
所 不 同 ， 但 对 美 与 数学 的 密切 关系 却 是 公认 的 。 人 们 认为 探求 比例 的 和 谐 、 
形状 的 雅致 与 人 们 欣赏 美 、 追 求 美的 活动 始终 紧密 相关 。 


三 节 ”艺术 的 数学 之 美 


一 、 绘 画 与 数学 


《 蒙 娜 丽 莎 》 是 意大利 文艺 复兴 时 代 著 名 画 
家 达 。 芬 奇 的 肖像 画作 品 。 画 中 的 主人 公 是 当时 
的 新 贵 乔 孔 多 的 年 轻 妻 子 蒙 娜 丽 莎 ， 创 作 这 幅 画 
用 了 4 年 时 间 。 屠 时， 蒙 娜 丽 莎 的 幼子 刚刚 天 折 ， 
她 一 直 处 于 哀痛 之 中 。 为 了 让 女 主人 高 兴起 来 , 达 。 
芬 奇 在 作画 时 请 来 音乐 家 和 喜剧 演员 ， 想 尽 办 法 
让 蒙 娜 丽 莎 高 兴起 来 。 《 蒙 娜 丽 莎 的 微笑 》 
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这 幅 画 完成 后 ,端庄 美丽 的 蒙 娜 丽 莎 脸 上 那 神秘 的 微笑 使 无 数 人 为 之 倾倒 。 
人 们 对 那 微 笑 进行 了 种 种 猜测 .是 和 膏 可 亲 温 婉 的 微笑 ? 是 多 悉 善 感 感 伤 的 微 
笑 ? 还 是 内 在 快乐 的 标志 ? 那 微笑 仿佛 包括 这 一 切 ， 又 仿佛 都 不 是 。 它 的 迷人 
之 处 ， 全 在 于 那 微笑 的 神秘 莫 测 。 


达 。 芬 奇 的 另 一 幅 名 画 《 最 后 的 晚餐 》 也 以 精准 的 透视 关系 、 对 人 物 细致 
入 微 的 刻画 及 卓越 的 构图 被 世人 赞赏 .下 图 显示 了 画面 中 的 各 种 黄金 比例 关系 ， 
正 是 这 些 严格 的 黄金 分 割 赋予 了 画面 和 谐 的 视觉 效果 。 陡 稣 位 于 画面 正中 ， 即 
透视 中 心 点 ;画面 左 侧 的 犹大 ， 处 于 画面 三 次 分 割 的 黄金 分 制 线 上 ， 那 只 拿 着 
钱 袋 的 手 ， 也 处 于 黄金 分 割 
线 上 。 通 过 这 样 的 构图 和 对 
ST 人物 位 置 的 安排 ， 即 使 没有 
” FS RAS AUS Bal RR LH HE 
也 可 以 清楚 地 知道 画面 中 谁 
是 犹大 。 精 心 的 人 物 构图 和 
精细 的 绘画 能 带 给 观 者 身 临 
其 境 之 感 。 


达 。 芬 奇 是 一 位 思想 深 效 ， 学 识 渊博 、 多 
才 多 艺 的 画家 、 天 文学 家 、 发 明 家 、 建 筑 工程 师 。 
WRK. BRL RA, BH, BRA. 
生理 、 物 理 、 天 文 、 地 质 等 学 科 ， 既 多 才 多 艺 ， 
又 勤奋 多 产 , 保存 下 来 的 手稿 大 约 有 6 000 页 。 
他 全 部 的 科研 成 果 尽 数 保存 在 他 的 手稿 中 ， 爱 
因 斯 坦 认 为 ， 达 。 芬 奇 的 科研 成 果 如 果 在 当时 
就 发 表 的 话 ， 科 技 可 以 提前 30 ~ 50 年 。 


@ 
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黄金 比例 是 人 类 的 一 个 伟大 发 现 。 这 个 广泛 存在 于 自然 界 的 比例 关系 ， 对 
艺术 设计 具有 重要 的 指导 意义 。 虽然 “ 美 ” 是 一 个 无 比 复 杂 且 难以 定义 的 概念 ， 
但 具有 黄金 比例 的 设计 构图 显然 更 符合 大 众 的 审美 心理 ， 因 而 更 容易 被 接受 。 
黄金 分 割 法 真正 应 用 于 艺术 设计 领域 的 时 间 并 不 长 ， 如 何 合理 利用 黄金 分 割 法 
以 增强 艺术 设计 的 视觉 美感 ， 仍 然 是 一 个 值得 深入 研究 的 问题 。 

“黄金 分 割 ” 的 简化 版 为 “三 分 法 
则 ”, 其 基本 目的 就 是 避免 对 称 式 构 图 ， 
对 称 式 构 图 通常 把 被 摄 物 置 于 画面 中 央 ， 
这 往往 令 人 生 厌 。 用 “三 分 法 则 ”可 以 ” 记 。 
把 画面 划分 成 分 别 占 1/3 和 2/3 面积 的 两 
个 区 域 ， 如 右 图 所 示 。 


加 二 、 设 计 与 数学 


20 世纪 以 来 ， 越 来 越 多 的 人 开始 着 迷 于 艺术 与 数学 的 关系 。 曾 是 包 豪 斯 
高 才 生 的 马克 思 。 比 尔 (Max Bil，1908 一 1994) 相信 : “数学 规律 是 艺术 的 
一 种 必要 援助 ， 只 有 通过 数学 规律 ， 艺 术 家 纯粹 的 心理 世界 才能 最 终 获得 恰当 
的 形式 外 衣 。” 因 此 ， 马 克 思 © 比尔 对 于 数学 的 偏爱 就 十 分 清晰 地 出 现在 了 他 
的 创作 中 一 一 不 论 是 大 量 应 用 几何 元 素 的 平面 设计 ， 还 是 从 莫 比 乌 斯 环 得 到 灵 
感 而 创作 的 雕塑 。 
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委内瑞拉 艺术 家 Rafael Araujo 将 数学 计算 融 于 自己 的 绘画 创作 之 中 ， 解 
释 自 然 、 数 学 与 艺术 之 间 的 关系 。 


by Rafael Araujo 


荷兰 艺术 家 埃 舍 尔 (M. C. Escher，1898 一 1972) 是 数学 艺术 发 展 历程 中 
相当 重要 的 一 位 。 他 的 作品 多 以 平面 镶 退 、 不 可 能 的 空间 、 悖 论 、 循 环 等 作为 
主题 ， 在 其 中 可 以 看 到 对 分 形 、 对 称 、 双 曲 几 何 、 多 面体 、 拓 扑 学 等 数学 概念 
的 形象 表达 。 直 至 今日 ， 不 仅 很 多 艺术 爱好 者 ， 而 且 很 多 数学 爱好 者 也 对 这 位 
科学 思维 大 师 的 作品 称赞 有 加 。 


By M. C. Escher 


在 奥地利 艺术 家 莫 塞 尔 (Koloman Moser, 1868—1918) 的 作品 中 ， 我 们 
可 以 看 到 相似 的 应 用 。 尽 管 莫 塞 尔 的 作品 洋溢 着 新 艺术 主义 运动 的 色彩 ， 但 它 


@ 


ee 


by Koloman Moser 


匈牙利 艺术 家 维克托 。 瓦 萨 雷 里 (Victor Wasarely, 1908—1997) 将 对 几 
何 的 应 用 拓展 到 了 视觉 错觉 的 范围 。 作 为 欧普 艺术 的 葛 基 人 ， 他 所 创造 出 的 空 
间 ， 有 具有 闪烁 和 流动 的 效果 。 


by Victor Wasarely 


图 三、 雕塑 与 数学 


“我 不 是 一 个 梦幻 者 ， 而 是 一 个 数学 家 ， 我 的 及 塑 之 所 以 好 ， 就 因为 它 来 
自 于 几何 学 。 在 我 看 来 ， 平 面 和 体积 是 所 有 生命 与 美的 法 则 
— 3h 


@ 
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> 古典 雕塑 一 一 数学 美的 形象 “代言 人 ” 


维 、 空 间 、 重 心 、 对 称 、 几 何 对 象 和 补 集 都 是 雕塑 家 在 进行 创作 时 运用 的 
数学 概念 。 由 此 可 见 ， 空 间 在 雕塑 家 的 工作 中 起 
着 显著 的 作用 。 有 些 作品 占有 空间 的 方式 和 人 类 
以 及 其 他 生物 一 模 一 样 。 在 这 些 作品 中 ， 重 心 一 
般 都 处 在 雕塑 品 内 部 的 一 点 。 这 些 雕 塑 品 固定 在 
地 面 上 ， 它 们 占有 空间 的 方式 是 人 类 感到 舒服 或 
习惯 的 。 例 如 ， 米 开朗 琪 罗 的 《大 卫 》、 古 希腊 
A 艺术 家 米 隆 的 《 掷 铁饼 者 》 和 贝 尼 亚 米 诺 布 法 

雕塑 《大 卫 》 诺 的 《 马 背 上 的 圣 弗 朗 西 斯 》。 

雕塑 作为 在 空间 中 诞生 的 数学 ， 有 时 能 
在 视觉 上 让 人 产生 错觉 ， 有 些 作品 看 起 来 其 
至 是 对 重力 的 否定 。 这 些 作品 中 就 包括 亚 历 
山大 考 尔 德 的 汽车 雕塑 ， 它 们 的 平衡 和 对 
称 是 相当 精巧 的 。 野 口 勇 《 红 立 方 》 中 在 顶 
点 处 的 平衡 有 些 不 可 思议 。 雕塑 《 红 立 方 》 

传说 维 纳 斯 是 众 神 之 父 宙 斯 和 海洋 女 
神 狄 俄 涅 的 女儿 。 维 纳 斯 在 古 希 腊 神 话 中 

原 为 丰收 女神 。 

le 1820 年 ， 在 古 希腊 爱 琴海 米 罗 斯 岛 
上 一 个 山洞 里 ， 当 地 一 个 农民 发 现 了 一 尊 
雕像 ， 当 他 小 心地 把 雕像 挖掘 出 来 时 ， 发 
现 她 已 失去 了 两 条 手臂 ， 因 此 后 来 被 称 为 
“ 断 臂 维 纳 斯 ”。 雕 像 高 约 2.4 米 ， 通 体 
由 一 块 半 透 明 的 白云 石雕 塑 ， 站 在 鸡 血 白 
雕塑 《 维 纳 斯 》 纹 的 云 石 底 座 上 ， 是 迄今 被 发 现 的 古 希 腊 
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女性 雕像 中 最 美的 一 尊 。 

她 的 身长 比 接近 人 体 美 标准 , 身 与 头 之 比 为 8 : 1 可 分 割 成 0.382 : 0.618 : 1, 
这 就 是 “黄金 分 割 率 ” 。 这 正 是 古人 对 于 人 体 美的 赞颂 和 肯定 ， 为 后 世 的 艺 
术 树 立 了 不 朽 的 典范 。 

古 希 腊 神 的 形象 , 是 按照 人 的 裸体 比例 美学 来 塑造 的 。 虽然 古代 人 崇拜 神 ， 
但 由 于 雕塑 家 是 按照 现实 生活 中 人 体 美 去 创造 美的 形象 的 ， 因 而 这 些 完美 的 雕 
像 的 各 部 分 比例 几乎 都 草 含 5 : 8 的 黄金 分 割 。 


> 现代 雕塑 一 一 数学 方程 式 的 艺术 


随 着 科学 技术 的 进步 ， 雕 塑 的 艺术 形式 也 得 以 朝 着 更 好 、 更 开放 的 方向 发 
展 。 如 今 数 学 模型 可 以 兼用 作 艺 术 模 型 ， 在 这 些 模型 中 ， 有 立方 体 、 多 立方 体 、 
球形 、 环 面 、 三 叶 形 纽 结 、 多 面体 、 半 球 、 纽 结 、 正 方形 、 圆 、 三 角形 、 角 锥 
体 、 角 柱 体 等 。 雕 塑 家 们 依靠 数学 思想 来 扩充 艺术 的 例子 不 胜 枚 举 。 托 尼 。 罗 
宾利 用 对 第 四 维 几何 和 计算 机 科学 的 研究 来 发 展 和 扩充 他 的 艺术 。 

罗 纳 德 。 戴 尔 雷 什 在 创作 《复活 
节 彩 蛋 》 巨 型 雕塑 时 ， 不 得 不 用 直观 、 
独创 性 、 数 学 、 计 算 机 加 上 他 的 手 来 完 
成 它 。 艺 术 家 兼 数学 家 的 赫 拉 曼 "R.P 弗 
格 森 运用 传统 雕塑 、 计 算 机 和 数学 方程 
创造 出 《野球 》 和 《 带 有 十 字形 帽 和 向 
量 场 的 区 莱茵 瓶 》 这 样 的 神奇 作品 。 雕塑 《复活 节 彩 蛋 》 


艺术 家 构想 中 的 作品 往往 需要 通过 数学 的 计算 与 测量 对 其 物理 性 质 重 新 进 
行 理性 的 理解 和 认识 ， 才 能 成 为 现实 中 可 能 合理 存在 的 作品 。 伦 纳 多 。 达 。 劳 
奇 的 大 多 数 作 品 都 是 先 经 过 数学 分 析 然 后 进行 创作 的 。 他 曾 说 过 : “能 够 真正 
欣赏 我 作品 的 人 , 没有 一 个 不 是 数学 家 。 那些 不 相信 数学 是 极其 精确 科学 的 人 ， 


@ 
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是 昏庸 之 辈 ， 他 们 不 可 能 澄清 而 只 能 日 益 加 深 诡 辩 中 的 矛盾 。” 如 果 埃 售 尔 没 
有 从 数学 上 对 灸 嵌 图 案 思想 和 视 错 觉 进行 分 析 并 了 解 它们 的 数学 内 容 ， 他 就 不 
能 自在 地 进行 创作 。 而 欧 几 里 得 几何 和 拓扑 学 中 的 数学 对 象 曾经 在 野 口 勇 、 戴 
YE 史密斯、 亨利 。 穆 尔 等 艺术 家 的 雕塑 中 起 过 重要 的 作用 。 


第 四 和 节 ”自然 界 的 数学 之 美 


人 们 往往 认为 数学 知识 只 是 人 类 的 专利 ， 其 实 自然 界 才 是 数学 的 源泉 。 你 
有 没有 观察 过 一 片 叶 子 ， 它 为 什么 能 精确 地 分 成 左右 两 半 ? 你 有 没有 注意 到 各 
种 花 的 花瓣 数量 和 形状 ? 有 没有 注意 到 某 种 贝壳 和 松 果 的 螺旋 形 生长 模式 ? 同 
样 地 ， 许 多 动物 也 “精通 数学 ”。 


贤 一 、“ 天 才 设计 师 ” 


工蜂 建造 的 蜂巢 十 分 奇妙 ， 它 是 严 
格 的 六 角 柱 形体 。 它 的 一 端 是 六 角形 开 
口 , 另 一 端 则 是 封闭 的 六 角 棱 锥 体 的 底 ， 
由 三 个 相同 的 菱形 组 成 。18 世纪 初 ， 
法 国学 者 马 拉 尔 奇 曾经 专门 测量 过 大 量 
蜂 梨 的 尺寸 ， 令 他 感到 十 分 惊讶 的 是 ， 
这 些 蜂 梨 组 成 底盘 的 菱形 的 所 有 钝 角 都 
是 109" 28' ， 所 有 的 锐角 都 是 70" 32′ 。 后 来 经 过 法 国 数学 家 克 尼 格 和 苏 格 
兰 数 学 家 马克 洛 林 从 理论 上 的 计算 发 现 ， 如 果 要 消耗 最 少 的 材料 ， 制 成 最 大 的 
菱形 容器 正 是 这 个 角度 。 


@ 
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蜘蛛 结 的 “八卦 ”网 ， 既 复杂 又 非常 
美丽 ， 这 种 八角 形 的 几何 图 案 ， 即 使 木工 师 
傅 用 直 尺 和 圆规 也 难以 画 得 如 蜘蛛 网 那样 匀 
称 。 当 对 这 个 美丽 的 结构 用 数学 方法 进行 分 
析 时 ， 出 现在 蜘蛛 网 上 的 数学 概念 真是 多 得 
惊人 一 一 半径 、 弦 、 平 行 线段 、 三 角形 、 全 
等 对 应 角 、 对 数 螺 线 、 悬 链 线 和 超越 线 。 


产 于 我 国 的 珍稀 动物 丹 顶 稚 总 是 成 群 结 队 地 迁徙 , 而 且 排 成 “人 ”字形 。 
这 “人 ”字形 的 角度 永远 是 110” 左 右 ， 如 果 计 算得 更 精确 些 ，“ 人 ” 字 夹 
角 的 一 半 ， 即 每 边 与 丹顶鹤 群 前 进 方向 的 夹 角 为 54" 44' 08”， 而 世界 上 最 
坚硬 的 金刚 石 晶体 的 角度 也 恰好 是 这 个 度数 。 这 是 巧合 还 是 某 种 大 自然 的 “ 契 


合 ” 呢 ? 


二 、“ 精 算 师 ” 


每 天 上 午 ， 当 太阳 升 起 与 地 平 线 成 30” 角 时 ， 蜜 蜂 中 的 “侦察 员 ” 就 会 
肩负 重托 去 侦察 蜜源 。 回 来 后 ， 用 其 特有 的 “舞蹈 语言 ”向 伙伴 们 报告 花蜜 的 
方位 、 距 离 和 数量 ， 于 是 蜂王 便 派 工 蜂 去 采 蜜 。 令 人 称奇 的 是 ， 它 们 的 计算 能 
力 非常 之 强 ， 派 出 去 的 工蜂 不 多 不 少 ， 恰 好 都 能 吃 饱 ， 从 而 保证 回 巢 酿 蜜 。 


@ 
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蚂蚁 的 计算 本 领 也 十 分 高 超 。 英 国 
科学 家 享 斯 顿 做 过 一 个 有 趣 的 实验 。 他 
把 一 只 死 蜂 早 切 成 三 块 ， 第 二 块 比 第 一 
块 大 一 倍 ， 第 三 块 比 第 二 块 大 一 倍 。 在 
蚁 群发 现 这 三 块 食物 40 分 钟 后 ， 聚 集 
在 最 小 一 块 昨 旺 处 的 蚂蚁 有 28 只， 第 
二 块 附近 的 有 44 只 ， 第 三 块 附 近 的 有 
89 只 ， 后 一 组 差不多 都 较 前 一 组 多 一 倍 。 看 来 蚂蚁 的 乘 、 除 法 算得 相当 不 错 。 


珊瑚 虫 则 在 另 一 个 方面 展示 出 自己 
过 人 的 数学 天 赋 ， 它 能 在 自己 身上 奇妙 
地 记 下 “日 历 ”: 每 年 在 自己 的 体 壁 上 
“刻画 ”出 365 条 环形 纹 ， 显 然 是 一 天 
“ 画 ” 一 条 。 一 些 古 生物 学 家 发 现 ，3.5 
亿 年 前 的 珊瑚 虫 每 年 所 “ 画 ” 出 的 环形 
纹 是 400 条 。 天 文学 家 告诉 我 们 ， 当 时 地 球 上 的 一 天 只 有 21.9 小 时 ,也 就 是 说 ， 
当时 的 一 年 不 是 365 天 ， 而 是 400 天 。 可 见 珊瑚 虫 能 根据 天 象 的 变化 来 “计算 ” 
并 “记载 ”一 年 的 时 间 ， 其 结果 还 相当 准确 。 


@ 三 、 花 办 有 与 数列 


32 gk AS RM 列 : 1, 1. 2 3, 5, 8. 13, 
21、…。 它 因数 学 家 列 昂 纳 多 。 斐 波 那 契 以 兔子 繁殖 
为 例 而 引入 ， 故 又 称 为 “兔子 数列 ”。 除 动物 之 外 ， 
许多 植物 的 花 为 也 与 斐 波 那 契 数列 有 关 ; 

3 一 一 百合 、 蝴 蝶 花 
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5 一 一 金 凤 花 、 飞 燕 草 


8—— 2 E 
13—488 
212, 


34, 55, 89 ——4ES9 


Be 


各 四、 生命 的 螺旋 线 


在 2 000 多 年 以 前 ， 古 希腊 数学 家 阿 基 米 德 就 对 螺旋 线 进行 了 研究 。 因 此 ， 
人 们 把 等 速 螺旋 线 一 个 点 匀速 离开 一 个 固定 点 的 同时 又 以 固定 的 角速度 绕 该 
固定 点 转动 而 产生 的 轨迹 ) 称 为 “ 阿 基 米 德 螺旋 线 ”。 

著名 数学 家 笛 卡 儿 于 1683 年 首先 描述 了 等 角 螺旋 线 〈 在 曲线 上 的 任意 点 
处 的 矢 径 与 切线 的 夹 角 为 定 值 )， 并 且 列 出 了 螺旋 线 的 解析 式 : r=ab"。 由 于 
在 方程 中 出 现 了 指数 函数 ， 这 一 螺旋 线 也 被 称 为 “对 数 螺旋 线 ”。 


©.C 


阿 基 米 德 螺 旋 2 次 螺旋 对 数 螺旋 。 斐 波 那 契 螺旋 


更 有 趣 的 是 瑞士 数学 家 雅 谷 * 伯 努 利 ， 在 逝世 前 请 人 在 他 的 幕 碑 上 刻 了 一 
条 “蜗牛 屋 形 ”一 一 对 数 螺旋 线 ， 并 幽默 地 写 上 “我 将 按 着 原来 的 样子 变化 后 


@ 
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复活 ”的 墓志 铬 。 

热爱 等 角 螺 旋 线 的 除了 伯 努 利 还 有 大 自然 。 可 能 是 由 于 它 等 角 的 特性 ， 等 
角 螺 旋 线 是 自然 界 中 最 常见 的 螺 线 。 向 日 葵 、 菊 和 其 他 一 些 植物 的 种 子 在 花 盘 

屋 团 ”上 排列 出 的 曲线 就 是 等 角 曲 线 ， 这 样 每 颗 种 
; 子 受到 周围 其 他 种 子 所 分 泌 生长 素 的 抑制 作 
用 可 以 达到 最 小 ， 同 时 当 它 们 长 大 时 可 以 保 
持 形状 不 变 。 蕨 类 植物 和 其 他 一 些 植物 的 嫩 
叶 也 蜘 曲 成 对 数 曲 线 的 形状 。 

除了 植物 界 ， 动 物 界 也 有 不 少 等 角 螺 
Peo RG RG IR IWR Te HH Ae a HE SE PRA, IK 
是 由 于 鹦鹉 螺 在 生长 时 内 圈 与 外 圈 分 泌 石 
灰质 的 量 总 为 一 定 值 造成 的 ， 同 理 鹰 跨 和 
小 色 的 背鳍 也 是 对 数 螺 线 的 形状 。 另 外 ， 
飞 蛾 扑 火 与 老鹰 盘旋 也 都 是 沿 着 等 角 螺 线 
的 轨迹 移动 。 蜂 蛛网 的 构造 更 是 与 等 角 螺 线 相似 。 


CD) 在 地 面 上 有 四 标 房子 A、B、C、D 构成 一 个 正方 形 ， 现 在 要 给 这 4 
座 房子 安装 自来水 管 。 由 于 安装 自来水 的 材料 费用 昂贵 ， 因 此 要 尽 可 能 地 减少 
费用 。 也 就 是 说 ， 到 这 4 个 点 的 距离 之 和 要 最 小 ， 该 怎么 做 到 呢 ? ( 不 用 考虑 
水 从 哪里 引出 来 ) 


有 人 首先 想到 ， 水 管 从 正方 形 的 正中 心 分 别 引 直 线 ”和 A D 
到 A、B、C、D 四 个 房子 ， 因 为 两 点 之 间 直 线 最 短 ， 
1 


如 右 图 所 示 。 假 设 正方 形 的 边 长 为 1， 根 据 右 图 ， 我 们 
可 以 算出 四 段 水 管 的 总 长 度 为 : 4x (xy2)=2.828。 fs ; 


大 
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那么 ， 这 个 值 是 不 是 最 小 呢 ? 答案 是 否定 的 。 能 不 能 想 出 使 水 管 距离 更 小 
的 安装 线路 呢 ? 如 果 想 不 出 来 ， 就 让 大 自然 来 告诉 你 答案 吧 。 

你 可 以 先 做 个 实验 。 准 备 两 块 正 方形 的 玻璃 板 ， 并 在 ABCD 四 个 角 上 分 
别 垂直 放置 一 根 玻 璃 柱 支 撑 在 两 块 玻璃 板 之 间 。 然 后 在 两 块 玻璃 板 之 间 加 入 肥 
皂 水 ， 一 段 时间 后 ， 从 上 面 看 会 出 现 什么 样 的 肥皂 水 膜 。 现 在 你 看 到 的 肥皂 水 
膜 的 样子 ， 就 是 你 应 该 在 四 个 房子 之 间 应 该 铺设 的 水 管线 路 。 

为 什么 呢 ? 自然 界 总 是 尽 可 能 地 想 要 “节约 ”， 这 种 趋向 是 自然 而 然 的 。 
自然 界 会 尽 可 能 地 节约 使 用 资源 ， 所 以 肥皂 膜 的 表面 积 会 尽 可 能 地 小 。 由 于 肥 
皂 膜 的 高 度 是 一 定 的 《被 夹 在 两 块 玻璃 板 之 间 ) ， 所 以 从 上 面 看 起 来 ，“ 膜 的 
表面 积 最 小 ”就 直接 体现 为 “距离 总 和 的 最 小 ”。 


4 
ay 
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“音乐 之 所 以 神圣 而 崇高 , 就 是 因为 它 反映 出 作为 字 罕 本质 的 数 的 关系 。 
人 毕 达 哥 拉 Be ER, MPR 


音乐 曾 被 认为 是 一 种 属于 数学 的 科学 ， 它 有 着 
非常 特殊 的 吸引 力 。 从 古典 时 代 延 续 下 来 的 一 种 传 Mi 
统 认为 , 算术 (研究 数学 ) 、 几何 学 (研究 空间 关系 ) 、 十 { Math} 
天 文学 研究 天 体 运动 )》 和 音乐 研究 耳 杂 觉察 到 my life is 
的 声音 ) 形成 了 四 种 重要 的 人 文科 学 。 complete 

音乐 和 数学 都 是 人 类 文化 艺术 伟大 的 发 现 。 从 表面 上 看 , 音乐 与 数学 是 “ 绝 
缘 ” 的 ， 风 马 牛 不 相 及 ， 其 实 不 然 。 数 学 是 以 数字 为 基本 符号 的 排列 组 合 ， 它 
是 对 事物 在 量 上 的 抽象 ， 而 音乐 是 以 音符 为 基本 符号 加 以 排列 的 组 合 ， 它 是 对 
自然 音响 的 抽象 。 正 是 在 “抽象 ”这 一 点 上 ， 将 音乐 与 数学 联结 在 了 一 起 ， 它 
们 都 是 通过 有 限 去 反映 和 把 握 无 限 。 

德国 著名 哲学 家 、 数 学 家 莱 布 尼 茨 曾 说 过 : “音乐 ， 就 它 的 基础 来 说 ， 是 
数学 的 ， 就 它 的 出 现 来 说 ， 是 直觉 的 。” 而 爱 因 斯 坦 说 得 更 为 风趣 ， “我 们 这 
个 世界 可 以 由 音乐 的 音符 组 成 ， 也 可 以 由 数学 公式 组 成 。” 
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图 一 、 三 角 函 数 与 音乐 


正如 物质 的 种 子 是 “原子 ”， 数 字 的 种 子 是 “质数 ”， 那 么 音乐 的 种 子 就 


@ 


是 “三 角 函 数 ”。 


“质数 ”就 是 除了 1 和 其 自身 以 外 没有 其 他 正 约 数 的 自然 数 ， 如 2、3、 
5、7、11、13、17、19、23 等 。 所 有 的 自然 数 都 可 以 用 几 个 质数 相 乘 的 形 
式 来 表示 ， 这 叫 作 “ 正 整数 的 唯一 分 解 定理 ”。 


自然 界 中 的 声音 都 是 由 无 数 的 三 角 函 数 混合 而 成 的 , 单一 三 角 函 数 (sin 波 ) 
的 声音 在 自然 界 中 根本 不 存在 。 比 如 ， 用 钢琴 或 是 吉他 弹 一 下 “Do”， 那 个 
声音 中 混合 了 无 数 的 三 角 函 数 。 因 为 混合 的 方法 不 同 ， 所 以 我 们 的 耳 杂 能 听 到 
不 同 的 “音色 ”。 

构成 声音 的 “原子 ”以 不 同 的 三 角 函 数 方式 的 混合 ， 就 产生 了 不 同 的 声音 ， 
这 在 数学 中 称 为 “ 傅 里 叶 分 析 ”。19 世纪 的 法 国有 一 位 数学 家 叫 约 瑟 夫 。 傅 
里 叶 (Toseph Fourier)， 正 是 他 的 努力 使 人 们 对 乐 声 性 质 的 认识 达到 了 顶峰 。 他 
证 明了 所 有 的 乐 声 ， 不 管 是 器 乐 还 是 声乐 ， 都 可 以 用 数学 式 来 表达 和 描述 ， 而 
且 证 明了 这 些 数学 式 是 简单 的 周期 正弦 函数 的 和 。 

因此 ， 每 一 个 声音 都 有 三 个 性 质 ， 即 音 高 、 音 量 和 音质 ， 可 以 在 图 形 上 清 
楚 地 表示 出 来 。 音 高 与 曲线 的 频率 有 关 ， 音 量 和 音质 分 别 与 周期 函数 的 振幅 和 
形状 有 关 。 


两 个 或 以 上 的 音 的 结合 ， 称 为 “和弦”。 同 样 可 以 用 正弦 函数 相 欠 加 来 
表示 和 弦 。 如 两 分 音 最 简 频 率 比 为 3: 2 的 二 和 弦 可 表示 为 正弦 函数 /CD)=sin2x 


& 
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Alf (x)=sin3.x 相 加 而 得 到 的 三 角 函 数 .CD)=sin2x+sin3xz， 如 下 图 所 示 。 


h(x)=sin(2 * x)+sin(3 + x) 


图 二、 音程 与 音阶 


在 乐音 体系 的 音 列 中 ， 各 音 就 叫 作 “ 音 级 ”。 常 见 的 7 个 基本 音 级 : “1、 


G 


2、3、4、5、6、7” 或 用 唱 名 表示 即 “Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si”。 

两 个 乐音 之 间 的 音 高 关系 ， 叫 “音程 ”， 用 “ 度 ” 作 为 单位 ， 用 来 衡量 
音 与 音 之 间 在 听觉 上 的 距离 。 以 简谱 为 例 ， 从 “1” 到 “1”, 或 从 “2” 到 “2” 
都 是 一 度 ， 从 “1” 到 “3” 或 “2” 到 “4” 都 是 三 度 ， 从 “1” 到 “5” 是 五 度 。 

相 邻 的 两 个 音 之 间 最 小 的 距离 叫 半音 ， 两 个 半音 距离 构成 一 个 全 音 。 

音阶 是 一 组 具有 特定 关系 的 乐音 ， 在 一 个 八 度 音程 内 ， 依 照 音 高 顺序 排列 
起 来 的 乐音 列 。 由 于 这 种 乐音 列 中 各 乐音 依次 升 高 或 降低 ， 犹 如 用 乐音 构成 的 
阶梯 一 般 ， 故 中 文 称 为 “音阶 ”。 音 阶 分 为 “大 音阶 ”和 “小 音阶 ”， 即 “大 
调式 ”和 “小 调式 ”。 大 音阶 由 7 个 音 组 成 ， 其 中 第 3、4 音 之 间 和 第 7、8 音 
之 间 是 半音 程 ， 其 他 音 之 间 是 全 音程 。 小 音阶 由 5 个 音 组 成 ， 其 中 第 2、3 音 
之 间 和 5、6 音 之 间 为 半音 程 。 


五 声音 阶 广泛 流行 于 亚洲 、 非 洲 、 中 太平 洋 的 一 些 群岛 、 钨 牙 利 、 苏 
格 兰 民间 音乐 以 及 在 欧洲 人 到 达 美 洲 之 前 的 美洲 本 土 部 族 中 ， 也 常 被 称 为 
“中 国 音 阶 ”， 其 五 阶 在 中 国 传统 文化 中 有 专用 的 名 称 ， 分 别称 为 : 宫 、 商 、 
角 、 征 、 羽 。 


现代 钢琴 键盘 上 相 邻 两 个 琴键 (包括 白 键 和 黑 键 构成 半音 ， 相 隔 一 个 琴 
键 的 两 键 之 间 构 成 全 音 。 


现代 音乐 用 七 个 英文 字母 C、D、E、F、G、A、B (或 其 小 写 ) 来 标记 音 
名 。 这 七 个 不 同 高 低 的 音 ， 其 相 邻 音 之 间 的 音 高 距离 ， 有 半音 和 全 音 之 分 ， 其 


次 
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中 EE 与 F、B 与 C 之 间 为 半音 关系 ， 其 余 相 邻 音 之 间 为 全 音 关 系 。 

“Do” 是 唱 名 , 与 绝对 音 高 (频率 、 波 长 ) 无 关 , 每 个 大 调 主音 (第 一 个 音 
的 唱 名 都 是 “Do”。 唱 名 只 能 代表 音频 之 间 的 相对 关系 。 

“C” 是 音 名 ， 与 绝对 音 高 挂钩 ，“C 大 调 ” 主 音 就 是 “C”， 所 谓 “ 调 ” 
就 是 按照 主音 的 音 名 来 命名 的 ， 主 音 之 后 按照 “全 全 半 全 全 全 半 ” 的 规律 往 下 
排 就 行 。 小 调 也 类 似 ， 不 过 是 按照 “全 半 全 全 半 全 全 ”的 规律 排 的 。 基 本 音阶 
为 “C 调 ”大 音阶 ， 此 时 唱 名 “Do、Re、Mi、Fa、Sol、La、Si” 与 音 名 “C、 
D、E、F、G、A、B” 一 一 对 应 ， 因 此 ，“C 大 调 ” 是 最 自然 的 大 调 ， 在 钢琴 
上 弹 奏 时 全 用 白 键 。 

音乐 课 上 唱歌 的 时 候 ， 如 果 一 首 歌唱 不 上 去 ， 音 乐 老师 经 常会 说 “ 唱 低 

八 度 ”， 这 时 候 虽 然 声 音 低 了 许多 ， 但 与 原 唱 并 不 冲突 ， 与 伴奏 也 仍然 和 谐 。 
那 为 什么 “ 八 度 ”那么 特殊 呢 ? 或 者 说 ， 为 什么 差 八 度 的 音 听 着 还 那么 像 呢 ? 

前 面 说 到 ， 声 音 的 本 质 是 波 ， 一 定 的 音 高 对 应 一 定 的 频率 。 频 率 定义 为 
每 秒 钟 物体 振动 的 次 数 ， 用 每 秒 振动 1 次 作为 频率 的 单位 称 为 Hz。 频 率 过 高 
或 过 低 的 声音 人 耳 不 能 感知 或 会 感觉 到 不 舒服 ， 音 乐 中 常 使 用 的 频率 范围 是 
16 一 4 000Hz， 而 人 声 及 器 乐 中 最 富 于 表现 力 的 频率 范围 是 60 ~ 1 000 Hz。 

每 个 听 起 来 有 确定 音 高 的 音 ， 它 的 振动 都 是 规则 的 ， 是 可 以 保持 在 某 个 频 
率 上 的 。 在 前 人 的 尝试 和 实践 中 ， 他 们 发 现 频率 为 二 倍 关系 的 两 个 音 听 起 来 有 
相似 性 。 比 如 “Do” 与 “低音 Do” 与 “高 音 Do”， 听 起 来 类 似 ， 虽 然 比 较 
起 来 高 度 差 很 多 。 
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钢琴 标准 键盘 图 


具有 倍 频 关系 的 音 听 来 有 相似 性 ， 比 如 说 220Hz、440Hz、880Hz 这 样 频 
率 的 音 ， 听 起 来 类 似 ， 这 就 成 为 人 们 确定 音律 的 重要 基础 。 因 为 相似 ， 也 就 是 


% 


说 音阶 可 以 以 这 个 距离 为 单位 循环 往复 ， 本 来 无 规律 的 无 数 个 音 ， 因 此 可 以 变 
得 有 规律 起 来 。 于 是 以 倍 频 关系 的 两 音 在 听觉 上 的 距离 为 基础 ， 人 们 相继 定 出 
了 这 两 个 音 之 间 的 各 个 音 ， 从 而 组 成 一 个 音阶 ， 由 于 倍 频 音 有 相似 性 ， 于 是 这 
个 音阶 就 可 以 向 上 和 向 下 循环 扩展 ， 组 成 一 组 一 组 相连 接 的 音阶 。 

音 名 的 绝对 音 高 是 音乐 家 和 物理 学 家 在 19 世纪 时 确定 的 , 基准 是 “高 音 A” 
(440Hz) , 也 就 是 小 提琴 “A 弦 ” 空 弦 音 。 其 他 音 名 都 是 按 十 二 平均 律 算出 来 的 ， 
比如 “高 音 C” 的 频率 为 261.63Hz。 

当 按 下 钢琴 的 C4， 这 时 空气 中 激荡 着 的 不 只 有 261.6Hz 的 声波 ， 还 有 
523.3Hz、784.9Hz、1 046.5Hz 等 声波 〈 称 为 泛音 列 ) 。 注 意 523.3Hz 是 C5， 
1 046.5Hz 是 C6。 这 就 告诉 我 们 ， 同 一 音 名 的 两 个 音 之 间 肯 定 有 陪 音 ( 泛 音 ) 
的 关系 。C5 本 身 就 是 C4 最 近 的 一 个 陪 音 ，C5 的 陪 音 也 都 是 C4 的 陪 音 ， 所 
以 弹 C5 时 产生 的 音频 弹 C4 时 也 会 产生 ， 这 就 是 为 什么 听 起 来 和 谐 的 原因 。 
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节拍 ， 乐 曲 中 表示 固定 单位 嘎 达 梅林 
时 值 和 强 弱 规律 的 组 织 形式 。 nF __ Bale 
今 人 们 记录 音乐 最 常用 的 方法 是 8 8 28 158 re |zszie 
简谱 和 五 线 谱 。 在 每 一 首 乐曲 的 。 天 是 wet ue oT aR 
天 上 的 鸿 压 从 北 往 南 飞 ,是 为 了 BB 


开头 部 分 ， 我 们 总 能 看 到 一 个 分 
数 ， 比 如 2/4, 3/4, 3/8, 6/8 等 ， 这 些 分 数 是 用 来 表示 不 同 拍子 的 符号 ， 即 为 
音乐 中 的 “ 拍 号 ”(the time signature)， 其 中 分 数 的 分 子 表示 每 小 节 单位 拍 的 数 
目 ， 分 母 表示 单位 拍 的 音符 时 值 ， 即 表示 以 几 分 音符 为 一 拍 。 

拍 号 要 写成 分 数 的 形式 ， 是 因为 在 五 线 谱 中 把 全 音符 作为 整数 1 看 待 。 全 
音符 是 1， 二 分 音符 是 全 音符 的 一 半 ， 自 然 是 12， 四 分 音符 的 时 值 就 是 1/4。 
以 四 分 音符 为 例 ， 每 小 节 有 2 拍 〈 两 个 四 分 音符 ) 时 ， 拍 号 就 要 写 为 4， 如 


% 
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果 每 小 节 有 3 拍 〈 三 个 四 分 音符 ) 就 写成 34， 这 样 以 此 类 推 。 
线 谱 
谱 

以 四 分 译 符 为 1 拍 
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ol 一- al=| 1 一 herd 


以 二 分 音符 为 1 拍 


拍 号 中 时 值 的 实际 时 间 ， 应 视 乐 曲 所 标 速度 而 定 。 在 不 同 节拍 类 型 中 ， 每 
小 节 只 有 一 个 强 拍 的 叫 单 拍子 ， 如 2/4、2/8 是 单 2 拍子 ，3/4、3/8 是 单 3 拍子 。 
每 小 节 有 一 个 强 拍 并 有 次 强 拍 的 叫 复 拍子 ， 如 4/4、6/8 是 复 2 拍子 ，9/8、 
9/16 是 复 3 拍子 。 

拍 号 一 旦 确定 ， 那 么 每 小 节 内 的 音符 就 要 遵循 由 拍 号 所 确定 的 拍 数 ， 这 可 以 
通过 数学 中 的 分 数 加 法 法 则 来 检验 。 这 些 看 似 简单 的 要 求 正 是 音乐 作曲 的 基础 。 


第 二 节 ” 毕 达 哥 拉 斯 与 音乐 的 不 解 之 缘 


一 、 琴 弦 定 律 


2500 多 年 前 的 一 天 ， 一 阵 阵 “叮当 ! 叮当 ! ”很 有 节奏 的 金属 敲 击 声 把 
正在 散步 的 毕 达 哥 拉 斯 从 冥 冥 苦 思 中 唤醒 。 他 抬头 往 声音 传 来 的 方向 望 去 ， 喃 
喃 自 语 道 : “ 哦 ， 那 是 一 家 铁匠 铺 。” 音 乐 家 的 本 性 使 他 细 细 品味 着 那 悦耳 的 
打铁 声 ， 就 像 在 欣赏 打击 乐 演奏 的 一 首 韵律 明快 的 “打铁 进行 曲 ”。 突 然 间 ， 
他 那 敏锐 的 耳 条 捕 提 到 其 中 交织 着 的 不 同和 声 ， 近 来 一 直 被 和 声 问 题 所 困扰 的 
他 ， 眼 前 顿时 一 亮 。 直 觉 告 诉 他 : 眼前 有 了 一 条 可 引 人 走 出 和 声 迷 宫 的 线索 。 
他 控制 住 加 快 的 心跳 ， 信 步 拐 进 了 铁匠 铺 。 


从 


在 铁匠 铺 里 ， 铁 匠 师 傅 们 在 数 台 铁 砧 上 锤 打 着 不 同 的 铁 块 ， 时 不 时 调换 着 
不 同 的 铁 锤 ， 毕 达 哥 拉 斯 出 神 地 站 着 。 经 过 反复 比较 和 苦 苦 思索 ， 他 发 现 锤 声 
的 钝 锐 和 铁 锤 、 铁 块 、 铁 砧 的 形状 无 关 ， 也 同 铁匠 的 用 力 无 关 ， 而 是 由 不 同 的 
铁 锤 的 重量 所 决定 的 。 每 当 听 到 和 声 发 出 ， 他 就 请 铁匠 师傅 在 换 锤 间歇 时 称 一 
下 重量 ， 进 而 发 现 ， 和 谐 悦 耳 的 敲 击 声 是 由 重量 为 1 2、9、8、6 磅 的 铁 锤 两 两 
搭配 时 发 出 的 ， 其 他 的 搭配 就 不 那么 顺 耳 了 。 他 当场 兴奋 地 记 下 了 音 度 和 铁 锤 
重量 比 的 关系 : 12 : 6( 即 2 : 1) 对 应 八 度 音 ，9 : 6( 即 3 : 2) 对 应 于 五 度 音 ， 
12:9 ( 即 4:3) 对 应 于 四 度 音 ，9 : 8 对 应 于 二 度 音 。 

“音程 之 比 越 简单 ， 和 声 越 和 谐 。 这 是 真 的 吗 ? ” 毕 达 哥 拉 斯 反思 着 。 于 
是 他 决定 通过 反复 实验 来 验证 。 尔 后 ， 他 又 在 琴 弦 上 进行 试验 ， 进 一 步 发 现 只 
要 按 比 例 划 分 一 根 振动 着 的 弦 ， 就 可 以 产生 悦耳 的 音程 : 如 2: 1 产生 八 度 ，3 : 2 
产生 五 度 ，4 : 3 产生 四 度 等 。 

毕 达 哥 拉 斯 在 世界 上 第 一 次 发 现 了 音乐 和 数学 的 联系 ， 从 此 使 音乐 成 为 一 
门 建立 在 数学 基础 上 的 艺术 科学 ， 这 便 是 琴 弦 定理 。 


琴 弦 定理 : 在 给 定 张 力作 用 下 , 一 根 给 定 弦 的 频率 了 ( 每 秒 内 振动 次 数 ) 
与 其 长 度 工 成 反比 ; 音程 之 比 您 简单 ， 和 声 念 和 谐 。 


3k Hi Hf (Pythagoras, “4 AFB 575 至 
公元 前 500 年 ) ， 出 生 在 爱 琴 海中 的 萨摩 斯 岛 
( 今 希 腊 东 部 小 岛 ) 中 一 个 贵族 家 庭 ， 自 幼 联 
明 好 学 ， 曾 在 名 师 门 下 学 习 儿 何 学 、 自 然 科学 
和 哲学 。 他 不 仅 是 位 杰出 的 哲学 家 、 数 学 家 、 
天 文学 家 和 教育 家 ， 还 是 个 有 名 的 音乐 家 、 琴 
WKS, WRT “APR” eR NHS, HEA 


为 由 “智慧 的 数 ” 组 成 的 音乐 是 完美 的 ， 而 其 中 最 完美 的 是 天 体 发 出 


加 和 ef- 二 
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的 “ 字 宙 音乐 ”。 因 为 向 往 东 方 的 智慧 ， 游 历 了 当时 世界 上 两 个 文化 水 
准 极 高 的 文明 古国 一 一 巴比伦 和 印度 ， 吸 收 了 美 索 不 达 米 亚 文明 和 印度 
文明 (公元 前 480 年 ) 的 文化 。 他 是 第 一 个 注重 “ 数 ” 的 人 ， 并 用 演绎 
法 证 明了 巴比伦 人 所 知 的 : 直角 三 角形 斜 边 平方 等 于 两 直角 边 平方 之 和 ， 
即 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 中 国人 称 之 为 勾 股 定理 ) 。 

宇宙 是 由 声音 和 数字 组 成 的 。 一 一 毕 达 哥 拉 斯 


当时 毕 达 哥 拉 斯 学 派 了 用 比率 将 数学 与 音乐 联系 起 来 。 他 们 不 仅 认识 到 所 

拨 琴 弦 产 生 的 声音 与 琴 弦 的 长 度 有 着 密切 的 “ 尼 。 

关系 ， 从 而 发 现 了 和 声 与 整数 之 间 的 关系 ， 次 区 

而 且 还 发 现 和 声 是 由 长 度 成 整数 比 的 同样 绷 PrP 
ORS Dy 

紧 的 弦 发 出 的 。 于 是 ， 毕 达 哥 拉 斯 音阶 (the 2097 

Pythagorean Scale) 和 调 音 理论 诞生 了 【 见 下 

表 ) ， 而 且 在 西方 音乐 界 占据 了 统治 地 位 。 


毕 达 哥 拉 斯 的 音阶 表 
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西方 人 格外 重视 2 和 3。12 进 制 的 时 钟 、4 拍 、3 拍 、 由 12 种 音 组 成 的 钢 
琴键 盘 ， 似 乎 都 证 实 了 这 一 点 。 与 其 相对 ， 东 欧 、 俄 罗斯 和 亚洲 各 地 有 很 多 翡 
伤 柔 和 的 “5 拍 ” 民 族 音 乐 。 它 们 的 文化 中 处 处 都 能 找到 数字 5 的 踪迹 。 

毕 达 哥 拉 斯 发 现 的 Do、Re、Mi 只 是 从 质数 2 和 3 中 得 到 的 ， 他 并 不 知道 
5 倍 音 的 Mi， 或 者 干脆 忽视 了 它 。 因 此 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 音阶 存在 很 多 问题 
但 仍 在 很 长 一 段 时 间 内 支配 着 西洋 音乐 。 这 期 间 基本 不 存在 和 弦 的 观念 ， 音 乐 


中 “ 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ”是 毕 达 哥 拉 斯 到 意大利 的 南部 传授 数学 及 宣传 他 的 哲学 思想 ， 并 和 他 的 信 
徒 们 所 组 成 的 一 个 政治 和 宗教 团体 。 
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由 几 组 旋律 重合 组 成 。 

后 来 ， 西 方 人 从 凯 尔 特 人 的 音乐 中 发 现 了 令 人 陶醉 的 Mi。 随 着 文艺 复兴 
的 过 渡 ，“5 倍 音 ” 的 新 体系 在 西方 音乐 中 兴起 ， 这 就 是 “ 纯 律 ”。 这 意味 
着 音乐 的 性 质 从 旋律 过 渡 到 和 声 。 以 发 现 5 的 美感 为 契机 ， 西 方 音乐 中 掀起 
了 一 场 巨大 革命 。 纯 律 音阶 (the Just Scale) 比 毕 达 哥 拉 斯 音阶 看 起 来 精练 多 了 
〈 见 下 表 ) 。 


相 比 于 动听 的 声音 ， 步 入 大 规模 生产 的 现代 社会 的 人 类 更 重视 功能 性 。 这 
导致 “平均 律 ”在 全 球 成 为 主流 。 十 二 平均 律 最 早 是 由 中 国明 朝 音乐 理论 家 朱 
载 埔 提 出 的 。 平 均 律 是 将 一 个 八 度 12 等 分 的 音阶 。 每 一 等 份 称 为 一 个 半音 即 
小 二 度 ， 后 一 个 音 的 频率 是 前 一 个 音频 率 的 V7 倍 。 一 个 全 音 即 大 二 度 则 是 两 
等 份 ， 后 一 个 音 的 频率 是 前 一 个 音频 率 的 V7 倍 。 例 如 “Do” 和 下 # (间隔 6 
个 半音 ) 的 振动 频率 比 为 V2 。 

将 一 个 八 度 音程 分 成 12 等 份 有 着 惊人 的 凑巧 。 它 的 纯 五 度 音程 的 两 个 音 
的 频率 比 (2 的 7/12 次 方 ) 与 1.5 非常 接近 ， 人 耳 基 本 上 听 不 出 “五 度 相生 律 ” 
和 “十 二 平均 律 ”的 五 度 音程 的 差别 。 十 二 平均 律 在 交响 乐队 和 键盘 乐器 中 得 
到 广泛 使 用 ， 现 在 的 钢琴 即 是 根据 十 二 平均 律 来 定 音 的 。 

平均 律 中 的 音 与 八 度 以 外 任何 音 的 振动 频率 比 都 是 无 理 数 ， 完 全 无 法 和 谐 
融合 。 在 平均 律 大 环境 中 成 长 起 来 的 现代 音乐 丧失 了 纯粹 的 美 ， 旋 律 感 也 减弱 
了 。 但 是 ， 平 均 律 带 来 的 “对 称 性 ”实现 了 自由 变调 。 它 摆脱 了 美感 所 带 来 的 
束缚 追求 自由 ， 能 够 与 科学 的 进步 并 驾 齐 驱 ， 并 以 不 同 的 形式 发 展 着 。 

毕 达 哥 拉 斯 音阶 和 调 音 理论 的 这 种 统治 地 位 直到 十 二 平均 律 音阶 〈the 
Tempered Scale) 及 相应 的 调 音 理论 出 现 才 被 彻底 动摇 。 
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著名 俄 裔 美 籍 物理 学 家 乔治 。 伽 莫 夫 在 名 著 《 物 理学 发 展 史 》 (1962 
年 ) 中 ,高 度 评价 了 毕 达 哥 拉 斯 的 琴 弦 定律 。 他 说 : “这 一 发 现 大 概 是 
物理 定律 的 第 一 次 数学 公式 表示 ， 完 全 可 以 认为 是 今天 所 谓 理 论 物 理学 发 
展 的 第 一 步 ”。 


二 、 毕 达 哥 拉 斯 音 差 常 数 


音 差 常数 ， 即 和 谐音 程 常数 。 音 程 指 两 个 音 级 在 音 高 上 的 相互 关系 ， 就 是 
指 两 个 音 在 音 高 上 的 距离 ， 其 单位 名 称 叫 作 “ 度 ”。 

在 钢琴 上 每 连续 弹 奏 八 个 白 键 便 会 回 到 初始 的 音符 ， 只 不 过 高 了 八 度 。 相 
差 八 度 的 两 个 音 拥 有 一 致 的 名 称 和 音色 , 而 振动 频率 则 刚好 差 一 倍 。 在 原则 上 ， 
可 以 人 为 地 将 音符 频率 不 断 加 倍 从 而 得 到 一 系列 高 八 度 的 音符 。 然 而 高 八 度 的 
两 个 音符 在 一 起 奏 鸣 却 并 不 能 够 让 人 感到 悦耳 。 

古代 的 音乐 家 们 试图 寻找 更 加 令 人 心情 愉快 的 组 合 ， 他 们 因此 而 发 现 了 五 
度 和 弦 。 所 谓 “和弦 ”， 其 实 是 指 同 时 弹 奏 两 个 或 者 两 个 以 上 的 音符 。 在 所 有 
和 弦 当 中 , 钢琴 上 每 隔 开 五 个 白 键 所 弹 奏 的 声音 最 为 悦耳 动听 , 这 是 种 普 适 规律 。 

而 毕 达 哥 拉 斯 及 弟子 经 过 研究 发 现 : 五 度 和 弦 作为 最 容易 打动 聆听 者 的 
音乐 形式 存在 数学 比例 关系 ! 对 于 任意 两 个 能 够 组 成 五 度 和 弦 的 音符 来 说 ， 其 
弦 长 之 比 (或 振动 频率 之 比 ， 总 会 显现 为 严格 而 规律 的 2 : 3。 而 该 比例 恰好 
是 古 埃及 祭司 在 各 种 宗教 壁画 中 以 及 古代 中 国人 在 《 易 经 》 体 系 里 曾 反 复 描述 
的 “阴阳 和 谐 ”! 似乎 音乐 并 不 是 一 种 简单 而 无 规则 的 振动 发 声 ， 而 是 被 宇 
宙 间 某 种 最 精确 的 规律 所 支配 。 不 过 这 种 规律 显然 存在 着 内 部 矛盾 ， 八 度 音程 
中 的 2 : 1 以 及 五 度 和 弦 呈 现 的 2: 3 不 可 以 通 约 。 当 人 们 想 要 跨越 八 度 弹 奏 五 
度 和 弦 时 ， 就 会 发 现 音阶 规律 突然 被 打 乱 。 正 如 弗 洛 拉 。 莱 文 女士 〈Flora R 
Levin) 在 研究 古 希腊 音乐 思想 时 曾经 描绘 的 : 


从 


“ 毕 达 哥 拉 斯 对 宇宙 和 谐音 的 分 析 导 致 了 不 可 通 约 数 的 发 现 。 不 管 他 们 可 
能 将 这 些 数字 如 何 排列 比较 ， 不 管 他 们 将 其 拐弯 抹 角 的 数学 论证 可 能 推进 到 何 
种 地 步 ， 事 实 依然 不 存在 把 全 音 分 成 相等 两 部 分 的 分 数 m/n。 至 今 这 一 事实 
仍然 未 能 从 数学 上 给 出 任何 合理 解释 。” 


毕 达 哥 拉 斯 曾 做 出 过 无 比 绝 妙 的 尝试 。 
他 试图 通过 无 限 倍增 寻找 两 者 的 “最 小 公 
倍数 ”。 这 种 尝试 使 得 他 最 终 发 现 ， 从 同 
一 个 指定 音符 出 发 ， 跨 越 7 次 八 度 音程 或 
12 个 五 度 音程 能 够 近似 到 达 同 一 个 音符 。 
若 借助 数学 的 语言 ， 可 以 这 样 理解 : 将 某 
个 音 连续 地 提升 7 个 八 度 ， 最 终 会 到 达 相 
当 于 原始 频率 128 倍 的 位 置 , 即 2 的 7 次 方 ; 
而 该 原音 连续 地 提升 12 个 五 度 音程 后 ， 即 1.5 的 12 次 方 ， 同 样 能 到 达 原 始 频 
率 的 128 倍 。 唯 一 令 人 感到 美中不足 的 地 方 在 于 : 跨越 七 个 八 度 到 达 的 128 倍 
是 精确 的 整 倍 数 ， 跨 越 12 个 五 度 音程 收获 的 128 倍 却 只 是 个 约 数 。12 个 五 度 
音程 其 实 仅 能 引导 人 触及 原始 频率 的 129.75 倍 ! 这 两 个 倍数 的 细微 差别 即 是 
毕 达 哥 拉 斯 音 差 : 129.75 + 128 = 1.013 6 (一 般 情况 下 取 其 小 数 部 分 0.013 6) 。 

罗伯特 。 坦 普尔 在 其 作品 中 委婉 而 不 失 坚定 地 写 道 : “如 果 将 圆周 率 之 尾 
数 乘 以 10 的 较 低 次 宕 运算 的 通用 测 不 准 系数 ， 如 0.09604， 就 会 得 到 毕 达 哥 拉 
斯 常数 的 小 数 部 分 。 (0.141 6X0.096 04=0.013 6, 0.141 6 是 圆周 率 3.141 6 的 
尾数 ) 。 据 此 我 们 可 以 说 毕 达 哥 拉 斯 常数 小 数 部 分 是 圆周 率 尾 数 的 函数 。” 

毕 达 哥 拉 斯 音 差 常数 描述 的 恰恰 是 频率 的 不 同 ， 而 非 音色 的 差异 。 然 而 不 
同 频率 体系 之 间 广 泛 存 在 的 难以 协调 性 其 实 暗示 了 我 们 某 些 最 深刻 的 宇宙 学 原 
理 : 作为 乐器 本 身 自然 属性 的 八 度 音程 和 作为 人 类 审美 规则 的 五 度 和 弦 难以 协 
调 ， 恰 恰 说 明了 我 们 人 类 实际 上 在 追求 一 种 超越 自然 的 美 。 
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毕 达 哥 拉 斯 认为 : “音乐 之 所 以 神圣 而 崇高 ， 就 是 因为 它 反映 出 作为 宇宙 
本 质 的 数 的 关系 。” 世 界 上 哪里 有 数 ， 哪 里 就 有 美 。 数 学 像 音 乐 及 其 他 艺术 一 
样 能 唤起 人 们 的 审美 感觉 和 审美 情趣 。 在 数学 家 创造 活动 中 ， 同 样 有 情感 、 意 

、 信 念 等 审美 因素 参与 ， 数 学 家 创造 的 定义 、 定 理 、 公 理 、 公 式 、 法 则 如 同 
所 有 的 艺术 形式 如 诗歌 、 音 乐 、 绘 画 、 雕 塑 、 戏 剧 、 电 影 一 样 ， 可 以 使 人 动情 
陶醉 ， 并 从 中 获得 美的 享受 。 


SN SRR SAA 


图 一 、 钢 琴 与 斐 波 那 契 数列 


被 称 为 “乐器 王者 ”的 钢琴 是 西洋 古典 音乐 中 的 一 种 键盘 乐器 ， 由 88 个 琴 
键 (52 个 白 键 ，36 个 黑 键 》 和 人 金属 弦 音 板 组 成 ， 它 们 各 自 的 频率 组 成 一 个 等 比 
数列 ， 比 例 系 数 是 2 开 12 次 方 ， 即 ，“ 中 音 A”( 左 起 第 49 个 键 ) 的 频率 规定 
为 40Hz， 于 是 所 有 88 个 键 的 频率 都 确定 了 。 在 钢琴 的 键盘 上 ， 从 一 个 C 键 到 
下 一 个 C 键 就 是 音乐 中 的 一 个 八 度 音程 ， 其 中 共 包 括 13 个 键 ， 有 8 个 白 键 和 5 
个 黑 键 , 而 5 个 黑 键 分 成 2 组 , 一 组 有 2 个 黑 键 , 一 组 有 3 个 黑 键 。 如 下 图 所 示 
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如 果 我 们 把 这 些 数字 放 在 一 起 : 1、1、2、3、5、8、13， 它 们 恰好 是 斐 波 


那 契 数列 中 的 前 几 个 数 。 我 们 来 看 一 下 音符 关系 图 : 
名 称 形 | cmment—ey |e A 
音 符 o 4 拍 1 
二 分 音符 dp 2 拍 + 
四 分 音符 J of 1 拍 4+ 
八 分 音符 pp Ha + 
十 六 分 音符 dp 才 拍 而 
三 十 二 分 音符 sob rei + 
从 上 图 可 以 很 容易 找 出 规律 ， 钢 琴 的 音阶 是 根据 等 比 数列 来 规定 ， 即 ; 
= (rl) 
a,=a,°q 


列 昂 纳 多 。 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci, 1170—1240 年 ) ， 意 大 利 
数学 家 ，“ 斐 波 那 契 数列 ”和 分 数 的 发 明 者 。1202 年 ， 他 
撰写 了 《珠算 原理 》(Liber Abaci) 一 书 。 他 是 第 一 个 研究 
了 印度 和 阿拉 伯 数 学 理论 的 欧洲 人 。 他 还 曾 在 埃及 、 令 利 
亚 、 希 腊 、 西 西里 和 普罗 旺 斯 研究 数学 。 


国 二 、 斐 波 那 契 数 列 


意大利 数学 家 列 晶 纳 多 。 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci) 在 《计算 之 书 》 
中 提出 了 一 个 有 趣 的 兔子 问题 ， 若 一 对 成 年 兔子 每 个 月 恰好 生 下 一 对 小 兔子 
〈 一 雌 一 雄 ) 。 在 年 初时 ， 只 有 一 对 小 兔子 。 在 第 一 个 月 结束 时 ， 他 们 成 长 
为 成 年 兔子 ， 并 且 第 二 个 月 结束 时 ， 这 对 成 年 兔子 将 生 下 一 对 小 兔子 。 这 种 成 
长 与 繁殖 的 过 程 会 一 直 持续 下 去 ， 并 假设 生 下 的 小 兔子 都 不 会 死 ， 那 么 一 年 之 
后 共 可 有 多 少 对 小 兔子 ? 
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繁殖 的 过 程 可 以 通过 一 棵 “家 族 树 ”来 表示 : 


BP 


O 
@ 


〇 表示 未 成 熟 的 兔子 。 鲁 表示 成 熟 的 兔子 

让 我 们 来 推算 一 下 在 第 五 个 月 结束 时 兔子 的 总 数 : 

第 1 个 月 ;只 有 1 对 兔子 ; 

第 2 个 月 : 兔子 没有 长 成 ， 仍 然 只 有 1 对 兔子 ; 

第 3 个 月 :这 对 兔子 生 了 1 对 小 兔子 ， 这 时 共有 2 对 兔子 ; 

第 4 个 月 : 老 兔 子 又 生 了 1 对 小 兔子 ， 上 个 月 出 生 的 兔子 还 未 成 熟 ， 这 时 
共有 3 对 兔子 ; 

第 5 个 月 : 这 时 已 有 2 对 兔子 可 以 生殖 ， 于 是 生 了 2 对 兔子 ， 这 时 共有 5 
对 兔子 ; 

如 此 推算 下 去 ， 我 们 不 难得 出 下 面 的 结果 〈 见 下 表 ) : 


| Hb 数 EEE Ee 


peru (对 ) | 1 | 1 | 2 | 3 | 5 | s | 3 [21 [34 [5s | 89 | 144] 233] …| 
繁殖 的 兔子 对 数 形成 一 个 这 样 的 数列 : 1，1，2，3，5，8，13，21，34， 


这 个 数列 是 有 规律 可 循 的 ， 即 从 第 3 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 。 
如 果 设 Fin) 为 该 数列 的 第 ”项 (mn E N*) ， 那 么 这 名 话 可 以 写成 如 下 形式 : 
F(n)=F(n-1)+F(n-2) 
显然 这 是 一 个 线性 递 推 数列 。 
为 了 纪念 斐 波 那 契 ， 人 们 把 这 个 数列 称 为 “ 斐 波 那 契 数 列 ”。 它 的 通 项 公 
式 为 : 


i 
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F el 2 )-( 2 ) 

如 果 我 们 把 斐 波 那 契 数列 的 后 一 项 比 前 一 项 ， 即 F(n) / F(n-1)， 我 们 会 发 
现 这 个 比值 竟然 会 收敛 于 黄金 分 割 比 1.618 〈 见 下 表 ) 


a 


1/1 2/1 3/2 5/3 8/5 13/8 21/13 34/21 55/34 
1 2 1.333 1.6 1.625 1.615 1.619 1.617 
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图 三 、 斐 波 那 契 数列 在 音乐 中 的 应 用 


一 些 数学 家 通过 分 析 传统 的 音乐 曲 式 结构 ， 发 现 音乐 中 对 于 曲 式 的 规定 符 
合 斐 波 拉 契 数列 的 前 几 个 数字 : 作曲 中 最 常用 的 一 段 式 、 二 段 式 、 三 段 式 和 五 
段 式 的 回旋 曲 ， 其 段落 的 数量 符合 斐 波 拉 契 数列 里 面 的 1，2，3，5。 而 古典 
音乐 中 比较 常见 的 大 奏鸣曲 式 都 是 三 部 结构 ， 如 果 再 增加 前 奏 和 尾声 部 ， 那 么 
就 会 拓展 为 五 部 结构 ， 还 是 会 体现 斐 波 拉 契 数 列 任意 三 个 数 的 前 两 个 数 之 和 等 
于 第 三 个 数 的 特质 。 

斐 波 那 契 数列 被 广泛 应 用 于 乐曲 高 潮 的 设计 中 。 

斐 波 拉 契 数列 还 有 一 个 性 质 ， 就 是 “在 数组 中 任意 相 邻 的 两 个 数 之 间 的 
比值 约 等 于 黄金 分 割 比例 (0.618) ”。 其 实 如 果 我 们 仔细 观察 著名 的 音乐 
作品 中 的 结构 很 容易 发 现 ， 黄 金 分 割 比例 在 音乐 曲 式 中 基本 上 处 处 可 见 。 根 据 
美国 数学 家 巴 效 等 人 的 实验 结果 ， 西 方 古典 音乐 里 面 不 同 规模 形式 的 作品 中 ， 
高 潮 部 分 音符 所 在 的 小 节 ， 基 本 上 都 恰好 位 于 整 部 作品 的 黄金 分 割 点 。 不 难 发 
现 ， 对 莫扎特 的 作品 进行 进一步 分 析 后 发 现 ， 英 扎 特 钢 琴 协 奏 曲 中 94% 的 作 
品 都 符合 这 一 规律 。 

肖邦 的 作品 《 降 D 大 调 小 夜曲 》 中 一 共 包含 了 76 个 小 节 ， 理 论 上 黄金 分 
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割 点 应 该 位 于 第 46 小 节 ， 事 实 上 ， 全 曲 高 潮 部 分 的 音符 恰恰 是 出 现在 了 第 46 
小 节 处 ， 真 是 巧夺天工 。 


欢 乐 颁 贝多 芬 的 《第 九 交 响 曲 》， 及 
1-4 telnss 四 《 翡 恰 奏 鸣 曲 》 第 二 乐章 是 如 歌 的 
eh 123|s. ana 慢 板 ， 回旋 曲 式 ， 全 曲 共 73 小节 。 


理论 计算 黄金 分 割 点 应 在 45 小 节 ， 
SSS SSS 在 43 小 节 处 形成 全 曲 激越 的 高 潮 ， 

T1141- 并 伴随 着 调式 、 调 性 的 转换 ， 高 潮 
SSS SSS 与 黄 多 分 制 区 基 木 易 全。 

拉 赫 曼 尼 诺 夫 的 《第 二 钢琴 协奏曲 》 第 一 乐章 是 奏鸣曲 式 ， 这 是 一 首 宏伟 
的 史诗 。 第 一 部 分 呈 示 部 悠长 ,刚毅 的 主 部 与 明朗 、 抒情 的 副 部 形成 鲜明 对 比 。 
第 二 部 分 为 发 展 部 ， 结 构 紧 次 ， 主 部 、 副 部 与 引子 的 材料 不 断 地 交织 ， 形 成 巨 
大 的 音 流 ， 音 乐 爆发 高 潮 的 地 方 恰恰 在 第 三 部 分 再 现 部 的 开端 ， 是 整个 乐章 的 
黄金 分 割 点 ， 不 愧 是 体现 黄金 分 割 规律 的 典范 。 此 外 这 首 协奏曲 的 局 部 在 许多 
地 方 也 符合 黄金 比例 。 

俄国 伟大 作曲 家 里 姆 斯 基 一 柯 萨 科 夫 在 他 的 《天 方 夜 谭 》 交 响 组 曲 的 第 四 
乐章 中 ， 写 至 辛 巴 达 的 航船 在 测 涛 骇 浪 里 ， 无 可 挽回 地 猛 撞 在 有 青铜 骑士 像 的 
iE LARUE, ZEEE EEE, ORDA MEH Tia ne 
声 ， 锣 声 延长 了 六 小 节 ， 随 着 锣 声 的 逐渐 消失 ， 整 个 乐队 力度 迅速 下 降 ， 象 征 
着 那 条 支离破碎 的 航船 沉 入 海底 。 在 全 曲 最 高 潮 即 “黄金 点 ”时 ， 大 锣 致 命 的 
一 击 所 造成 的 悲剧 性 效果 慑 人 心 魂 。 

在 现代 信息 技术 日 新 月 异 的 今天 ， 音 乐 和 数学 的 联系 只 会 越 来 越 紧密 ， 在 
音乐 理论 、 音 乐 作曲 、 音 乐 合成 、 电 子音 乐 制作 等 各 方面 ， 数 学 都 发 挥 着 重要 
的 作用 。 数 学 的 最 高 境界 就 是 至 美 ， 包 括 结构 之 美 、 推 演 之 美 、 简 洁 和 谐 之 美 。 
音乐 及 其 他 一 切 艺术 的 最 高 境界 也 是 完美 。 音 乐 旋律 的 展开 与 数学 上 的 奇妙 运 
算 过 程 有 着 同样 的 韵律 。 


大 


国 四 、 数 字 在 音乐 中 的 寓意 


众所周知 ,古今 中 外 的 音乐 虽然 千姿百态 , 但 都 是 由 7 个 音符 组 成 的 ，1 一 
7 在 音乐 中 是 神奇 的 数字 。 


数字 1: 万 物 之 本 《老子 》 云 : “道生 一 、 一 生 二 、 二 生 三 、 

三 生 万 物 。” 整 个 宇宙 就 是 一 个 多 样 统一 的 和 谐 整 体 。 这 条 美 

感 基本 法 则 ， 适 用 于 包括 音乐 在 内 的 所 有 艺术 及 科学 之 中 。 古 

希腊 数学 家 尼 柯 玛 赫 早 就 提出 “音乐 是 对 立 因 素 的 和 谐 统一 ”。 中 国 俗语 也 说 : 

“ 九 九 归 一 ”。 文艺 复兴 时 期 以 来 五 百年 的 专业 音乐 在 内 容 和 形式 上 尽管 存在 

天 壤 之 别 ， 但 都 共同 遵循 这 个 原理 。 音 乐 上 许多 发 展 乐 思 的 手法 ， 如 重复 、 变 

奏 、 衍 生 、 展 开 、 对 比 等 ， 有 时 强调 统一 ， 有 时 强调 变化 ， 综 合 起 来 ， 就 是 在 

统一 中 求 变化 ， 在 变化 中 求 统 一 。 单 音 是 音乐 中 最 小 的 “细胞 ”， 一 个 个 单 音 

按 水 平方 向 连结 成 为 旋律 、 节 奏 ， 按 垂直 方向 纵 合成 为 和 弦 、 和 声 。 乐 段 (一 
段 体 ) 是 表达 完整 乐 思 的 最 小 结构 单位 


数字 2: 洛克 、 古 典 、 浪 漫 派 音乐 使 用 大 小 调调 式 体系 ， 
形成 音阶 与 和 声学 的 二 元 论 ( dualistic theory ) 。 


数字 3: 三 个 音 按 三 度 音程 登 置 成 为 各 种 和 弦 ， 三 和 弦 
是 最 常用 的 和 上 声 建筑 材料 。 爱 因 斯 坦 认 为 不 管 是 音乐 家 还 是 
科学 家 都 有 一 个 强烈 的 愿望 : “总 想 以 最 适合 的 方式 来 画 出 
一 幅 简化 的 和 易于 领悟 的 世界 图 像 。” 数 字 “2” 与 “3” 在 音乐 中 概括 了 最 基 
本 的 节拍 类 型 二 拍子 与 三 拍子 以 及 曲 式 类 型 二 段 式 、 三 段 式 ; PHD 是 开 普 惑 
行星 运动 第 三 定律 的 数学 公式 ， 表 示 行 星 公 转 周期 (了 ) 的 二 次 方 与 它 同 太阳 
距离 (DD) 的 三 次 方 相 等 。 开 普 勒 从 大 量 十 分 零乱 的 观测 资料 中 发 现 了 这 个 自 


i 
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然 规律 ， 它 是 那样 简洁 、 优 美 ， 被 人 称 为 奇妙 的 “2” 与 “3” 


数字 4: 人 上 声 天 然 地 划分 为 四 个 声 部 ， 任 何 复 杂 的 多 声 

部 音乐 作品 都 可 以 规范 为 四 部 和 声 。 我 们 平时 所 弹 奏 的 钢琴 

作品 的 曲 式 结 构 ， 大 多 数 都 是 “古典 四 方 体 ” 方 整 结构 ， 即 
4+4+4+4+…，4 小 节 为 一 乐句 ，8 小 节 为 一 乐 段 


数字 5: 五 度 相 生 律 ( 毕 达 哥 拉 斯 律 ) 及 五 度 循环 揭示 
了 乐音 组 织 的 奥秘 ， 而 和 声 五 度 关 系 法 则 是 构筑 和 上 声 大 厦 的 
基石 


数字 6: 六 和 弦 、 六 声音 阶 、 一 个 八 度 之 内 有 六 个 全 音 ， 


常用 的 调 是 主 调 及 其 五 个 近 关 系 副 调 


数字 7: 更 显 神秘 英 测 ， 常 用 的 七 声音 阶 由 七 个 音符 组 
成 ， 巴 洛克 时 期 以 前 采用 中 古 教会 七 种 调式 ，19 世纪 民族 
乐 派 之 后 中 古 教会 七 声调 式 部 分 地 得 到 复兴 。 太 阳光 谱 由 座 : 
红 、 橙 、 黄 、 绿 、 青 、 蓝 、 紫 七 色 组 成 ， 以 牛顿 为 代表 的 科学 家 ， 曾 对 “七 音 ” 
与 “七 色 ” 之 间 奥 妙 的 对 应 关系 进行 过 有 趣 的 探索 。 人 体 生理 结构 分 为 七 大 系 
统 。 旧 约 圣经 中 上 沉 创造 世界 用 了 七 天 ， 因 此 一 个 星期 有 七 天 。 化 学 元 素 是 物 
质 世界 的 基础 ， 门 捷 列 夫 发 现 的 “元 素 周期 表 ” 的 结构 图 中 有 七 个 横行 、 七 个 


周期 ， 还 有 七 个 主 族 、 七 个 副 族 
音乐 中 出 现 数学 、 数 学 中 存在 音乐 并 不 是 一 种 偶然 ， 而 是 数学 和 音乐 融和 


贯通 于 一 体 的 一 种 体现 。 音 乐 能 诠释 人 们 的 喜 经 喜乐 ， 我 们 通过 音乐 把 自己 对 
大 自然 、 人 生 的 态度 等 表现 出 来 ， 即 通过 音乐 抒发 人 们 的 情感 。 我 们 也 可 以 不 


@ 


用 语言 ， 单 赁 音乐 和 他 人 甚至 是 动物 、 植 物 来 进行 简单 或 者 复杂 的 情感 沟通 和 
交流 。 而 数学 则 是 以 一 种 理性 的 、 抽 和 象 的 方式 来 描述 世界 ， 使 人 类 对 世界 有 一 
个 客观 的 、 科 学 的 理解 和 认识 。 

数学 和 音乐 的 结合 是 一 种 感性 与 理性 的 融通 ， 如 果 我 们 能 将 这 种 关系 加 以 
完善 和 利用 ， 那 么 一 定 可 以 演绎 出 一 种 无 与 伦比 的 “完美 乐章 ”! 


| 别 说 你 不 懂 数 学 


第 一 和 ”文明 的 载体 


远古 时 期 ， 在 北京 郊外 周口 店 的 洞穴 里 ， 居 住 着 人 类 的 祖先 北京 猿人 。 从 
他 们 遗留 下 来 的 石器 和 动物 的 骨骼 ， 可 以 大 致知 道 他 们 从 事 什么 样 的 劳动 ， 吃 
什么 样 的 食物 。 但 是 要 推测 他 们 的 数学 水 平 就 非常 困难 了 。 因 为 数 这 个 东西 是 
无 形 的 ， 往 往 没 有 一 种 直接 了 解 的 线索 。 

一 般 来 说 ， 文 明 程度 越 低 的 种 族 
掌握 的 数 词 也 就 越 少 ， 并 且 通 常 都 是 
很 小 的 数 。 

有 的 种 族 把 数 和 身体 的 各 部 分 联 
系 起 来 进行 统计 ， 甚 至 把 数 与 身体 各 
部 分 的 名 称 对 应 。 用 这 种 方法 可 以 数 
到 几 百 ， 但 要 记 住 它们 却 不 是 件 容易 的 事情 ， 因 为 这 会 过 度 使 用 记忆 力 。 

面 对 这 种 困难 ， 人 们 就 想到 了 把 一 定 的 数 归纳 成 “一 束 ” 来 命名 的 方法 。 
最 初出 现 的 是 将 每 两 个 数 归 成 一 束 ， 这 就 是 二 进 制 的 萌芽 。 


一 、 二 进 制 


二 进 制 数据 是 用 0 和 1 两 个 数字 来 表示 的 数 。 它 的 基数 为 2， 进 位 规则 是 
“着 二 进 一 ”， 借 位 规则 是 “ 借 一 当 二 ”。 因 为 它 只 使 用 0、1 两 个 数字 符号 ， 
非常 简单 方便 。 

二 进 制 转 十 进 制 的 方法 : “ 按 权 展开 求 和 ”， 例 如 : 

(1 011.101),=1 X 2°40 X 2741 X2'41 X2°H X20 X 271 X23=(11.625)io 


% 
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十 进 制 数 转 换 成 二 进 制 数 的 方法 是 : 十 进 制 数 的 整数 部 分 “ 除 以 2 取 余 ， 
逆序 排列 ”， 十 进 制 数 的 小 数 部 分 “ 乘 2 取 整 ， 顺 序 排列 ”。 例 如 ， 十 进 制 数 
89.625 转换 为 二 进 制 数 是 : 1 011 001.101。 

89 一 2 1 


22+2 
il 

| 

929 sang 

JED venoms] 

0 

注意 : 一 定 要 除 到 商 为 0 为 止 ， 再 将 余数 逆序 排列 。 
0.625 X 2=1.250 ……1 

0.25 X2=0.50 “054 0 

0.50 X2=1.00 +++ 1 


注意 : 不 是 任何 一 个 十 进 制 小 数 都 能 转换 成 有 限 位 的 二 进 制 数 。 


二 进 制 在 历史 上 的 各 个 时 期 曾经 多 次 
出 现 过 。 中 国 古 代 的 《 易 经 》 也 是 基于 阴 
阳 两 种 东西 的 对 立 , 自然 也 与 二 进 制 有 关 。 
卦 画 系统 中 最 小 单位 为 “区 ” (Yao) ， 对 
应 二 进 制 中 的 位 。 关 是 《 易 经 》 中 组 成 卦 
Nts, “—” ABA, “--” ARAB. 
卦 可 以 看 作 通过 “区” 组 合 而 成 的 二 进 制 数 。 
每 “三 区 ”合成 一 卦 , 可 得 八卦 : 两 卦 (“六 
艾 ”) 相 重 ， 则 得 六 十 四 卦 。 
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此 外 ， 在 发 掘 古 代 印 度 河 流域 的 繁荣 都 市 时 ， 据 说 从 宝石 商店 的 遗址 和 类 
似 的 地 方 发 现 了 以 1、2、4、8、16、32、64 为 重量 比例 的 硅 码 。 这 些 也 都 清 
楚 地 说 明了 古人 曾经 使 用 过 二 进 制 。 

热心 推崇 二 进 制 的 人 ， 是 18 世纪 德国 数理 哲学 大 师 莱 布 尼 效 〈G. W 
Leibniz，1646 一 1716) 。 莱 布 尼 茨 还 赋予 了 二 进 制 宗教 内 涵 。 他 认为 “1? 
象征 神 ，“0” 象 征 虚无 ， 是 神 和 虚无 创造 了 整个 宇宙 。 在 德国 图 林 根 著名 
的 郭 塔 王宫 图 书馆 保存 着 一 份 菜 布 尼 茨 弥 足 珍贵 的 手稿 ， 其 标题 为 : “1 与 0， 
一 切 数字 的 神奇 渊源 。 这 是 造物 秘密 美妙 的 典范 , 因为 , 一 切 无 非 都 来 自 上 帝 。， 


1701 年 莱 布 尼 效 写 信 给 在 北京 的 神父 Grimaldi 
和 Bouvet 告知 自己 的 新 发 明 ， 希望 能 引起 他 心目 中 
的 “算术 爱好 者 ”康熙 皇帝 的 兴趣 ， 并 劝 中国 皇 帝 
信仰 基督 教 。Bouvet 很 惊讶 ， 因 为 他 发 现 这 种 “二 
进 制 的 算术 ”与 中 国 古 代 的 一 种 建立 在 两 个 符号 基 
SC 础 上 的 符号 系统 是 非常 近似 的 ， 这 两 个 符号 分 别 由 
一 条 直线 和 两 条 短线 组 成 ， 即 “一 ”和 “一 一 ”。 这 是 中 国 最 著名 的 书 《 易 
经 》 的 基本 组 成 部 分 。 该 书 主要 是 一 部 占卜 用 书 ， 里 边 的 两 个 符号 可 能 分 别 代 
表 “ 是 ”和 “和 否 ”。 菜 布 尼 蒋 对 这 个 相似 也 很 吃惊 ， 因 为 ， 他 也 深信 《 易 经 》 
在 数学 上 的 意义 。 他 其 至 相信 古代 的 中 国人 已 经 掌握 了 二 进 制 并 在 科学 方面 远 
远 超过 当代 的 中 国人 


20 世纪 30 年 代 中 期 ， 数 学 家 汉 “。 诺 依 曼 〈 美 籍 匈牙利 人 ) 大 胆 提 出 ， 将 
二 进 制 作为 数字 计算 机 的 数 制 基础 。 

二 进 制 之 所 以 能 够 在 电子 计算 机 上 被 广泛 使 用 ， 是 因为 二 进 制 易于 以 电子 
方式 来 实现 。 如 果 把 “1” 视 为 电子 电路 中 的 “ON”( 有 电流 ), 把 “0” 视 为 “OFF” 
(无 电流 ), 那么 使 用 二 进 制 对 于 计算 机 电路 数字 化 处 理 就 非常 容易 了 。 因此 ， 


& 
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二 进 制 促进 了 二 十 世纪 被 称 作 第 三 次 科技 革命 的 重要 标志 之 一 的 计算 机 的 发 明 
与 应 用 。 

二 进 制 在 其 他 学 科 领 域 中 也 得 到 了 广泛 的 应 用 。19 世纪 爱尔兰 逻辑 学 家 
乔治 。 布 尔 将 逻辑 命题 的 思考 过 程 转化 为 对 符号 “0”“1” 的 某 种 代数 演算 。 


国 二 、 十 六 进 制 


二 进 制 数 太 长 ， 书 写 、 阅 读 、 记 忆 均 不 便 。 由 于 进 制 越 大 ， 数 的 表达 长 度 
越 短 ， 并 且 八 进 制 、 十 六 进 制 与 二 进 制 之 间 的 转换 直观 、 方 便 ， 因 此 用 十 六 进 
制 或 八进制 可 以 解决 这 个 问题 。 八 进 制 或 十 六 进 制 缩短 了 二 进 制 数 ， 但 保持 了 
二 进 制 数 的 表达 特点 。 

十 六 进 制 〈 英 文 名 称 : Hexadecimal) 同 我 们 日 常生 活 中 的 表示 法 并 不 一 样 。 
它 由 0 一 9 的 数字 、A 一 F 的 字母 组 成 ， 字 母 不 区 分 大 小 写 。 十 六 进 制 与 十 进 制 
的 对 应 关系 是 : 0 一 9 对 应 0 一 9 的 数字 ，A 一 F 对 应 10 一 15。 十 六 进 制 的 20 表 
示 成 十 进 制 就 是 ， 2X 16:+0X 16°=32; 十 进 制 的 32 表示 成 十 六 进 制 就 是 ，20。 

十 六 进 制 也 是 计算 机 中 数据 的 一 种 表示 方法 ， 它 对 计算 机 理论 的 描述 、 计 
算 机 硬件 电路 的 设计 都 是 很 有 益 的 。 比 如 在 逻辑 电路 设计 中 ， 既 要 考虑 功能 的 
完备 ， 又 要 考虑 用 尽 可 能 少 的 硬件 ， 因 为 1 位 十 六 进 制 数 可 以 表示 4 位 二 进 制 


数 ， 所 以 可 以 用 1 个 十 六 进 制 电 过 去 相当 长 的 一 段 时 期 内 ，1 斤 合 16 两 ， 半 斤 就 
路 代替 4 个 二 进 制 电 路 ， 使 硬件 人 “半斤八两 ”比喻 彼此 


资源 发 挥 尽 可 能 大 的 作用 。 

大 家 都 知道 “半斤八两 ”这 
个 成 语 吧 ， 它 也 说 明了 在 中 国 十 
代 就 曾 使 用 过 十 六 进 制 。 相 传 ， 
十 六 进 制 出 自 秦 相 李斯 之 手 。 Fy sae || RE 
说 李斯 制定 度量 衡 之 前 请 示 过 秦 好 意思 跟 我 “ 样 重 中? 


的 ， 
跟 我 一 样 高 四 ? 


@ 
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始 皇 。 秦 始 皇 给 了 他 制定 度量 衡 的 原则 一 一 天 下 公平 。 李 斯 根据 这 四 个 字 的 笔 
画 数 〈 十 六 画 ) 就 定 为 十 六 进 一 。 过 去 的 秤 杆 上 镶 有 秤 星 ， 满 十 六 个 秤 星 就 进 
位 为 一 市 斤 。 民间 就 把 这 十 六 个 秤 星 比 为 天 上 的 十 六 颗 星 星 , 即 北斗 星 (七 颗 )、 
南 斗 星 (六 颗 ) 、 福 、 禄 、 寿 三 星 〈 各 一 颗 ) 。 北 斗 七 星 代 表 人 的 头 部 七 穿 ， 
南 斗 六 星 代表 人 的 六 魄 ， 并 且 告 斌 做 买卖 的 人 要 诚实 守信 、 不 欺 不 瞒 ， 和 否则 ， 
将 五 官 不 全 、 六 神 无 主 、 洪 福 受 损 。 比 如 ， 短 一 两 无 福 ， 少 二 两 少 禄 ， 缺 三 两 
折 寿 。 

以 上 虽 是 传说 ， 但 反映 了 人 文 精神 、 人 文 文化 与 大 自然 的 必然 联系 。 人 们 
观察 大 自然 、 认 识 大 自然 ， 都 是 为 自身 的 生存 和 生活 服务 。 


图 三 、 七 进 制 


7 是 自然 数 中 的 素数 ， 以 素数 作为 进 制 数 具有 特定 的 意义 。 相 传 与 古代 的 
神话 以 及 对 宇宙 中 星球 的 认识 有 关 。 以 “星期 ”为 例 : 
Sunday(Sun.) — Day of the Sun 〈 太 阳 日 ， 星 期 日 ) 
Monday(Mon.) 一 Day ofthe Moon (月 亮 日 ) 
Tuesday(Tues.) — Day of the Mars (火星 日 
Wednesday(Wed.) — Day of the Mercury (7K 2H) 
Thursday(Thur.) — Day of Jupiter (AEA) 
Friday(Fri.) 一 Day of Venus (4242) 
Saturday(Sat.) 一 Day of Satum (土星 日 》 
分 数 中 的 七 分 之 几 ， 都 是 无 限 循环 小 数 ， 并 有 其 规律 可 循 : 
1/7=0.142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 
2/7=0.2857142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 
3/7=0.42857142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 
4/7=0.57142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 


5/7=0.7142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 
6/7=0.857142857142857142857…， 循 环 数 为 142857。 

142857 是 一 个 富有 启示 的 数字 ， 它 与 7 的 乘积 是 : 142857X7=999999。 
另外 ，22/7 是 圆周 率 的 一 个 近似 值 。 


国 四 、 十 二 进 制 


人 有 5 根 手指 ， 基 于 这 样 一 个 生物 学 的 偶然 事实 ，5、10 或 20 就 成 为 计 
算 方 法 的 基础 。 也 有 人 认为 十 二 进 制 和 人 类 一 只 手中 有 十 二 节 指 骨 有 关 〈 不 包 
括 拇指 ， 一 根 手指 有 三 节 指骨 ) ， 这 样 方便 记 数 。 

很 多 古老 文明 中 都 曾 使 用 十 二 进 制 来 计时 ， 这 或 
许 是 由 于 一 年 中 月 球 绕 地 球 转 十 二 圈 。 古 埃及 文明 就 
将 和 白天、 夜晚 分 别 划分 为 12 部 分 。 从 古巴 比 伦 文明 传 
承 到 西方 文化 中 的 “黄道 十 二 宫 ” 则 将 一 年 分 为 了 12 
个 星座 。 中 国 古代 设 有 12 地 支 ， 与 一 天 的 12 SHIR 
对 应 。 一 个 地 支 还 对 应 两 个 节气 ， 从 而 表示 一 年 的 二 十 四 节气 。 同 时 ， 将 地 支 
与 12 种 动物 对 应 ， 便 成 为 十 二 生肖 ， 来 表示 以 12 年 为 周期 的 循环 。 

十 二 进 制 在 各 种 度量 衡 中 也 经 常 被 使 用 .如 英制 单位 中 1 英尺 等 于 12 英 寸 ， 
金 衡 制 中 1 金 衡 磅 等 于 12 金 衡 益 司 。 历 史上 ， 古 罗马 帝国 曾 使 用 的 Uncia， 
既是 长 度 单位 也 是 货币 单位 ， 其 在 拉丁 文中 的 含义 是 112。 而 在 推行 十 进 制 
系统 前 ， 古 代 英 国 使 用 十 二 进 制 与 二 十 进 制 混合 的 货币 系统 ， 其 中 1 先 令 等 于 
12 便士 。 

使 用 十 二 进 制 有 它 的 长 处 。12 的 约 数 有 很 多 ， 有 1、2、3、4、6、12 共 6 
A; 而 10 的 约 数 只 有 4 个 : 1、2、5、10。 尤 其 是 10 不 能 用 3 除 尽 ， 而 12 却 
能 用 3 除 尽 。 

F. 爱 默 生 。 安德鲁 斯 (F. Emerson Andrews) 在 其 1935 年 出 版 的 著作 《新 
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的 数字 : 接受 十 二 进 制 使 数学 更 简单 》 中 详细 地 提出 了 一 种 基于 十 二 进 制 的 
体系 。 十 二 进 制 和 十 六 进 制 一 样 ， 一 般 都 以 A 代表 10， 用 B 代表 11。 而 安 德 
鲁 斯 在 他 的 书 中 提出 了 一 种 新 的 方案 ， 使 用 手写 体 的 X 和 王 来 分 别 代 表 10 和 
11。 原 因 是 这 两 个 符号 能 与 其 他 的 字母 与 数字 很 好 地 区 别 开 ， 同 时 又 和 罗马 
数字 的 “10” 很 相像 ， 而 EE 则 是 单词 eleven 英文 11) 的 首 字母 。 


[ 了 WW WV X 
tf fll, fy AS 4 


五 、 二 十 进 制 


如 果 以 一 个 人 的 手指 和 脚趾 数 为 基础 ， 就 能 产生 二 十 进 制 。 二 十 进 制 和 十 
进 制 并 列 ， 作 为 十 进 制 的 辅助 。 

在 法 语 里 就 留 下 了 二 十 进 制 的 痕迹 ， 现 在 还 有 以 下 说 法 : 

80 一 一 quatre vingts (4 个 20) 

90 一 一 quatre vingt dix (4 个 20 加 10) 

法 语 的 vingt 就 是 20。 雨 果 有 部 著名 的 小 说 《93 年 》， 那 就 是 “Quatre 
vingt treize” (20X4+13=93) 。 

不 仅 在 法 语 中 ， 在 英语 里 也 保留 着 score (20) 这 样 的 数 词 ， 因 此 也 把 “人 
生 70” 说 成 “Three score and ten” (20X3+10=70) 。 林 肯 在 葛 底 斯 堡 以 那 句 
名 言 “ 人 民 的 ， 依 靠 人 民 的 ， 为 了 人 民 的 政府 ”结尾 的 演说 中 ， 是 以 “Four 
score and seven years ago” 这 句 话 开始 的 ， 意 思 是 “87 年 前 ”。 

玛雅 人 创造 了 完全 的 二 十 进 制 。 这 种 进 制 和 他 们 创造 的 3 个 数字 符号 配合 
使 用 ， 其 中 ““。 ”表示 1，“ 一 ”表示 5， 贝壳 表示 0， 对 于 5 以 上 的 数字 就 
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用 ““。” 和 “一 ”表示 。 玛 雅 族 使 用 的 是 先进 的 定位 
方法 , 二 十 进 制 分 为 个 位 、20 位 、400 位 、8 000 位 等 。 
玛雅 族 的 一 个 月 是 20 天 ， 一 年 是 18 个 月 ， 剩 下 的 5 t-te see cove 
天 作为 祭礼 日。20 个 部 落 聚 在 一 起 形成 一 个 大 部 落 。 由 2 ee 


格陵兰 人 也 有 使 用 二 十 进 制 的 痕迹 ， 它 们 用 “一 1 16 17 18 19 
个 人 ”代表 20，“ 两 个 人 ”代表 40。 ——_——_— 
玛雅 人 的 数字 


六 、 六 十 进 制 


吉 人 的 天 文 测量 活动 促进 了 几何 学 的 发 展 ， 
在 这 个 过 程 中 , 他 们 经 常 需要 等 分 角 ， 二 等 分 、 SE AY 
三 等 分 、 四 等 分 等 〈 中 学 时 候 的 尺 规 作 图 就 是 
从 这 种 古老 的 几何 学 流传 下 来 的 ) ， 当 然 他 们 。 EE merce 
要 先 解决 等 分 数量 较 小 的 情况 ,从 二 、 三、 四 、 ”Easy 
五 等 开始 ， 如 果 采 用 60 进 制 ， 由 于 60 是 2，3， Shu 

4，5，6 的 公约 数 ， 可 以 等 分 这 些 角 ， 而 如 果 用 100 进 制 ， 三 等 分 和 六 等 分 就 
不 能 实现 。 古 人 定 角度 为 60 进 制 的 原因 很 村 素 ， 就 是 为 了 测量 和 作 图 方便 
做 一 个 量 角 尺 ， 就 可 以 按照 读数 来 把 角 等 分 成 很 多 份 。 

六 十 进 制 源 于 公元 前 3 世纪 的 十 闪 族 ， 但 把 六 十 进 制 付 诸 实际 使 用 的 却 是 
巴比伦 王国 。 巴 比 伦 王国 是 由 许多 小 的 部 落 逐 渐 扩 大 形成 的 一 个 国家 ， 那 么 其 
有 必要 把 各 地 方 纷 杂 的 度量 衡 统一 起 来 。 如 果 用 10 和 12 都 能 除 尽 的 数 ， 也 就 
是 以 10 和 12 的 最 小 公 倍数 60 为 基础 的 话 ， 似 乎 更 为 合适 和 公平 。 

六 十 进 制 中 的 数字 , 用 0 一 9、A 一 Z、a 一 x 表示, 其 中 A 一 Z 代 表 10 一 35, a 一 
x 代表 36 一 59。 

与 其 他 进位 制 不 同 ， 六 十 进 制 在 一 般 运算 和 逻辑 中 并 不 常用 ， 主 要 用 于 计 
算 角 度 、 地 理 坐标 和 时 间 。 


人 
‘ee DE 
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一 小 时 等 于 60 分 钟 ， 而 一 分 钟 则 为 60 秒 。 于 是 “3 : 23 : 17” 代 表 三 小 
时 廿 三 分 十 七 秒 ， 当 中 的 六 十 进 制 数 字 (3、23 和 17) 均 以 十 进 制 数字 写 出 。 

相 类 似 的 是 角度 ， 一 个 圆 形 被 均 分 成 360 度 ， 每 一 度 有 60 角 分 ， 一 角 分 
等 于 60 角 秒 。 

在 中 国 的 农历 中 ， 有 六 十 甲子 的 概念 ， 以 天 干 与 地 支 两 者 经 一 定 的 组 合 方 
式 搭 配 成 六 十 对 ， 为 一 个 周期 。 


CD) 和 果 等 式 “2x3-10” 是 正确 的 ， 那 么 “4x5-? 
七 、 定 位 原理 与 0 的 发 明 


巴比伦 王国 和 埃及 是 历史 上 最 早 的 城市 国家 ， 它 们 的 数学 水 平 也 很 接近 。 
两 国人 民 掌 握 了 大 量 的 数 词 , 知道 加 减 乘除 的 计算 方法 , 还 提出 了 分 数 的 想法 。 
但 是 两 者 也 有 一 些 不 同 。 

埃及 在 实现 完整 的 十 进 制 方面 是 先进 的 。 巴 比 伦 王国 创立 的 是 混杂 着 十 进 
制 的 六 十 进 制 。 但 是 巴比伦 王国 的 数学 水 平 也 不 是 在 所 有 方面 都 比 埃及 差 。 那 
么 巴比伦 计数 法 的 长 处 究竟 在 哪里 昵 ? 

人 对 于 1，10，100，1 000 | x: | 
Penrice “ie Ne ll 
音译 | wit | mdw| se | 妇 | dr | hf 

文字 ， 而 巴比伦 人 则 分 别 用 一 些 简单 ”| 数字 | 1 | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 
的 枫 形 符号 来 表示 1,10,100， 而 1 000，10 000 等 数 词 则 用 这 些 棉 形 符号 的 组 
合 来 表示 。 这 其 中 包含 重要 的 数学 思想 : 把 尽量 少 的 数字 组 合 在 一 起 表示 尽 可 
能 大 的 数 。 节 约 数 字 的 思想 逐渐 发 展 ， 后 来 还 发 明了 0， 并 最 终 诞生 了 计算 
用 的 数字 ， 成 为 今天 人 类 的 共同 财富 。 就 是 这 些 计 算 用 的 数字 ， 按 照 定 位 的 
原理 ， 仅 用 10 个 数字 (0，1，2，3，4，5，6，7，8，9) 的 排列 ， 就 能 够 表 
示 所 有 的 数 。 
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埃及 人 为 什么 不 节约 数字 呢 ? 原因 尚 不 太 清楚 ， 或 许 是 因为 埃及 人 能 够 在 
纸 莎 草 纤维 制 成 的 草 纸 上 画 出 精巧 的 图 画 ， 并 且 可 以 轻而易举 地 在 草 纸 上 画 出 
一 些 复杂 的 图 形 代表 不 同 的 数字 。 但 巴比伦 人 却 办 不 到 ， 他 们 的 纸 就 是 夭 士 ， 
笔 就 是 在 黏 士 上 刻 记 号 的 简陋 刊 棒 ， 用 刊 棒 充其量 也 就 是 刻 出 一 些 枫 形 沟 。 因 
此 ， 巴 比 伦 人 必须 想 办 法 用 简单 的 枢 形 沟 组 合 代表 一 些 大 的 数字 。 

如 果 是 使 用 方便 的 草 纸 使 埃及 的 数学 停止 发 展 ， 而 不 方便 的 黏 士 却 给 了 巴 
比 伦 数学 的 发 展 以 很 好 的 刺激 ， 那 么 可 以 想 想 我 们 人 生 中 的 许多 事情 是 否 也 是 
如 此 。 


二 节 ”信息 的 使 者 


想必 大 家 都 看 过 由 克里斯托弗 。 诺 兰 执导 的 原 
创 科 幻 冒险 电影 《星际 穿越 》 吧 。 这 部 电影 是 基于 
知名 理论 物理 学 家 基 普 。 索 恩 的 黑洞 理论 经 过 合理 
演化 之 后 ， 加 入 人 物 和 相关 情节 改编 而 成 的 。 大 家 
还 记得 影片 中 的 幽灵 现象 是 什么 吗 ? 对 了 ， 就 是 主 
人 公用 葛 尔 斯 密码 给 女儿 传递 的 信息 。 

莫 尔 斯 电码 (Morse code) 是 一 种 时 断 时 续 的 信号 代码 ， 通 过 不 同 的 排 
列 顺序 来 表达 不 同 的 英文 字母 、 数 字 和 标点 符号 。 它 发 明 于 1837 年 ， 发 明 者 
有 争议 ， 是 美国 人 塞 缪 尔 。 莫 尔 斯 或 者 艾 尔 菲 德 。 维尔。 葛 尔 斯 电码 是 一 种 
早期 的 数字 化 通信 形式 ， 但 是 它 不 同 于 现代 只 使 用 “0” 和 “1” 两 种 状态 的 
二 进 制 代码 。 莫 尔 斯 电码 由 两 种 基本 信号 和 不 同 的 间隔 时 间 组 成 : 短促 的 点 
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信号 “。”， 读 “ 滴 ” (DD ;保持 一 定时 间 的 长 信号 “一 ”， 读 “ 哄 ” (Da) 。 
间隔 时 间 : 滴 ，1 秒 ， 哄 ，3 秒 ;， 吐 哄 间 ，! 秒 ; 字符 间 ，3 秒 ; 单词 间 ，7 秒 。 

莫 尔 斯 电码 可 以 用 一 种 音调 平稳 时 断 时 续 的 无 线 电 信号 来 传送 ， 通 常 被 称 
为 “连续 波 ” (Continuous Wave, CW) 。 它 可 以 是 电报 电线 里 的 电子 脉冲 ， 
也 可 以 是 一 种 机 械 的 或 视觉 的 信号 〈 如 闪光 ) 。 一 般 来 说 ， 任 何 一 种 能 把 书面 
字符 用 可 变 长 度 的 信号 表示 的 编码 方式 都 可 以 称 为 莫 尔 斯 电码 。 


Ay | aes > 
Be Kee T= :ns 
Ge ees Glas ee 
De M_- ieee Shaan 
E NE Wick 6- 
Bac 站 过 
Gee | ee Vises sae Ey 
H foyer yy Ae oe ae 
I Ros orn Oe 
莫 尔 斯 电码 对 照 表 


现代 国际 莫 尔 斯 电码 是 由 弗 里 德里 希 。 克 莱 门 斯 。 杰 尔 塔 在 1848 年 发 明 
的 ， 用 在 德国 的 汉堡 CHamburg) 和 库 克 斯 港 《Cuxhaven) 之 间 的 电报 通信 。 
1865 年 之 后 在 少量 修改 之 后 由 国际 电报 大 会 在 巴黎 标准 化 ， 后 来 由 国际 电信 
联盟 (ITU ) 统一 定名 为 国际 莫 尔 斯 电码 。 今 天, 国际 莫 尔 斯 电码 依然 被 使 用 着 ， 
虽然 这 几乎 完全 成 为 了 业余 无 线 电 爱好 者 的 专利 。 但 在 一 些 国家 ， 业 余 无 线 电 
的 一 些 波段 仍然 只 为 发 送 莫 尔 斯 电码 信号 而 预 留 。 

莫 尔 斯 码 在 早期 无 线 电 发 展 史上 起 到 举足轻重 的 作用 ， 是 每 个 无 线 电 通信 者 
必须 知道 的 。 由 于 通信 技术 的 进步 ， 各 国 已 于 1999 年 停止 使 用 莫 尔 斯 码 ， 但 由 于 
它 所 占 的 频 宽 最 少 ， 又 具 一 种 技术 及 艺术 的 特性 ， 在 实际 生活 中 有 广泛 的 应 用 。 

在 利用 莫 尔 密码 灯光 求救 的 时 候 , 定义 : 灯光 长 亮 为 “-”， 灯 光 短 亮 为 “。”， 
那么 就 可 以 通过 手电 简 的 开关 来 发 送 各 种 信息 ， 例 如 求救 信息 “SOS” 的 莫 尔 
编码 为 “ss 2 一 一 一 。。。”， 是 电报 中 最 容易 发 出 和 辨识 的 电码 (SOS 
是 国际 通用 求救 信号 ， 这 三 个 字母 并 非 任何 单词 的 缩写 ) 。 按 照 上 面 的 规定 即 
可 进行 灯光 编码 。 这 个 编码 其 实 非常 简单 ， 就 是 三 短 、 三 长 、 三 短 。 
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国 二 、RSA 算法 


1976 年 以 前 ， 所 有 的 加 密 方法 都 是 同一 种 模式 : 

(1) 甲 方 选择 某 一 种 加 密 规则 ， 对 信息 进行 加 密 ; 

(2) 乙方 使 用 同一 种 规则 ， 对 信息 进行 解密 。 

由 于 加 密 和 解密 使 用 同样 规则 〈 以 下 简称 密 钥 ) ， 这 被 称 为 “对 称 加 密 算 
法 ” (symmetric-key algorithm) 。 

这 种 加 密 模 式 有 一 个 最 大 弱点 : 甲 方 必须 把 加 密 规 则 告诉 乙方 ， 否 则 无 法 
解密 。 保 存 和 传递 密 钥 ， 就 成 了 最 头疼 的 问题 。 另 外 ， 在 金融 机 构 和 企业 的 世 
界 中 ， 要 求 任 何 银行 或 企业 都 能 够 和 任意 一 方 建立 安全 的 通信 ， 这 种 加 密 方 式 

1975 年 ， 两 位 美国 计算 机 学 家 威 特 菲尔德 。 迪 菲 (Whitfield Diffie) 和 马 
T+ #8 (Martin Hellman) ， 提 出 了 一 种 轨 新 构想 ， 可 以 在 不 直接 传递 密 
钥 的 情况 下 ， 完 成 解密 。 这 被 称 为 “Diffie-Hellman 密 钥 交 换算 法 ”。 这 个 算 
法 也 启发 了 其 他 科学 家 ， 使 人 们 认识 到 ， 加 密 和 解密 可 以 使 用 不 同 的 规则 ， 只 
要 这 两 种 规则 之 间 存 在 某 种 对 应 关系 即 可 ， 这 样 就 避免 了 直接 传递 密 钥 。 

这 种 新 的 加 密 模 式 被 称 为 “ 非 对 称 加 密 算法 ”: 

(1) 乙方 生成 两 把 密 钥 ( 公 钥 和 私 
钥 ), 公 钥 是 公开 的 , 任何 人 都 可 以 获得 ， 


私 钥 则 是 保密 的 ; 
Ahuhello hello 
ewe, Hee ORS 
它 对 信息 加 密 ; | 


(3) 乙方 得 到 加 密 后 的 信息 ， 用 私 
如 果 公 钥 加 密 的 信息 只 有 私 钥 解 得 开 ， 那 么 只 要 私 钥 不 泄露 ， 通 信和 就 是 安 
全 的 。 
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1977 年 ， 三 位 数学 家 维 斯 特 (Rivest) 、 

沙 米尔 (Shamir) 和 阿 德 曼 (Adleman) 设计 请 
了 一 种 算法 ， 可 以 实现 非 对 称 加 密 。 这 种 算法 | 
用 他 们 三 个 人 的 名 字 命 名 ， 称 为 RSA 算法 。 
从 那 时 直到 现在 ，RSA 算法 一 直 是 最 广 为 使 
用 的 “ 非 对 称 加 密 算法 ”。 毫 不 夸张 地 说 ， 只 要 有 计算 机 网 络 的 地 方 ， 就 有 
RSA 算法 。 

这 种 算法 非常 可 靠 , 密 钥 越 长 , 它 就 越 难 破解 。 根 据 已 经 披露 的 文献 可 知 ， 
目前 被 破解 的 最 长 RSA 密 钥 是 768 个 二 进 制 位 。 也 就 是 说 ， 长 度 超过 768 位 
的 密 钥 ， 还 无 法 破解 。 因 此 可 以 认为 ，1024 位 的 RSA 密 钥 基本 安全 ，2048 位 
的 密 钥 极 其 安全 。 

RSA 的 算法 涉及 三 个 参数 ，n，el，e,。 

其 中 ，n 是 两 个 大 质数 p，g 的 积 ，n 用 二 进 制 表示 时 所 占用 的 位 数 ， 就 是 
所 谓 的 密 钥 长 度 。 

el Mle, 是 一 对 相关 的 值 ，e, 可 以 取 任 意 值 ， 但 要 求 ei 与 (p-1)X(g-1) 
ALR; 再 选择 e;s， 要求 (e,Xei)mod[(p-1)X(g-1D)]=1。 

(n，el)，(n，e) 就 是 密 钥 对 。 其 中 (x，e1) 为 公 钥 ，(m，e) 为 私 钥 。 

RSA 加 解密 的 算法 完全 相同 ， 设 A 为 明文 ，B 为 密 文 ， 则 : 

A=B? mod n; B=4" mod n; 〈 公 钥 加 密 体制 中 ， 一 般 用 公 钥 加 密 ， 私 钥 
解密 ) 

RSA 算法 的 核心 是 欧 拉 定理 ( 费 马 小 定理 的 延展 ) 。 将 两 个 大 的 质数 相 
乘 得 到 一 个 合 数 非 常 容 易 ， 但 找 出 一 个 大 整数 的 质 因子 ， 却 是 一 件 非常 困难 的 
事情 。 对 极 大 整数 做 因数 分 解 的 难度 决定 了 RSA 算法 的 可 靠 性 。 换 言 之 ， 对 
一 极 大 整数 做 因数 分 解 越 困 难 ，RSA 算法 越 可 靠 。 假 如 有 人 找到 一 种 快速 因 
数 分 解 的 算法 ， 那 么 RSA 的 可 靠 性 就 会 极度 下 降 。 但 找到 这 样 的 算法 的 可 能 
性 是 非常 小 的 。 目 前 只 有 寄 希 望 于 日 渐 成 熟 的 量子 计算 机 ， 它 能 有 效 地 解决 因 
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数 分 解 问题 ， 大 大 缩短 破解 的 时 间 。 


你 能 把 247 这 个 数 分 解 为 两 个 质数 相 乘 吗 ? 


三 节 RSPB 


悖 论 (Paradox) 是 一 种 认识 矛盾 ， 
它 既 包括 逻辑 矛盾 、 语 义 矛 盾 ， 也 包括 
思想 方法 上 的 矛盾 。 数 学 悖 论 作 为 悖 论 
的 一 种 ， 主 要 发 生 在 数学 研究 中 ， 指 所 
有 数学 规范 中 发 生 的 无 法 解决 的 认识 矛 
盾 ， 这 种 认识 矛盾 可 以 在 新 的 数学 规范 
中 得 到 解决 。 

所 谓 解 悖 ， 就 是 运用 对 称 罗 辑 思 维 方式 发 现 、 纠 正 悖 论 中 的 逻辑 错误 。 

在 古 希腊 时 代 ， 克 利 特 岛 的 哲学 家 埃 庇 米 
尼 得 斯 〈 约 公元 前 6 世纪 ) 发 现 的 “说 谎 者 悖 
论 ” 可 以 视 为 人 们 最 早 发 现 的 悖 论 。 公 元 前 4 
世纪 的 欧 布 里 德 将 其 修改 为 “强化 了 的 说 谎 者 
悖 论 ”。 在 此 基础 上 ， 人 们 构造 了 一 个 与 之 等 
价 的 “永恒 的 说 谎 者 悖 论 ”。 埃 利 亚 学 派 的 代 
表 人 物 芝 诺 提 出 的 有 关 运 动 的 四 个 悖 论 ( 二 分 
法 悖 论 、 阿 基 里 斯 追 龟 悖 论 、 飞 矢 不 动 悖 论 与 
运动 场 悖 论 ) 尤为 著名 ， 至 今 仍 余波 未 息 。 

在 中 国 古代 哲学 中 也 有 许多 悖 论 思想 ， 如 战国 时 期 逻辑 学 家 惠 施 的 “日 方 
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中 方 聊 ， 物 方 生 方 死 ”; 《庄子 。 天 下 篇 》 的 “一 尺 之 杆 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 
Ma”; 《韩非子 》 中 记载 的 有 关 “ 矛 与 盾 ” 的 悖 论 思想 等 。 这 些 悖 论 式 的 命题 ， 
表面 上 看 起 来 很 荒 廖 ， 实 际 上 却 暗 藏 着 某 些 辩 证 的 思想 内 容 。 

数学 史上 的 危机 ， 是 指数 学 发 展 中 危及 整个 理论 体系 的 逻辑 基础 的 根本 了 矛 
盾 。 这 种 根本 性 矛盾 能 够 暴露 一 定 发 展 阶 段 上 数学 体系 逻辑 基础 的 局 限 性 ， 促 
使 人 们 克服 这 种 局 限 性 ， 从 而 促进 数学 的 发 展 。 数 学 史上 的 三 次 危机 都 是 由 数 
学 悖 论 引 起 的 。 


> 第 一 次 数学 危机 


公元 前 5 世纪 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 
希 帕 索 斯 发 现 : 等 腰 直 角 三 角形 斜 边 与 一 直 
角 边 是 不 可 公 度 的 ， 它 们 的 比 不 能 归结 为 整 
数 或 整数 之 比 。 这 一 发 现 不 仅 严重 触犯 了 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 信条 ， 同 时 也 冲击 了 当时 希 
腊 人 的 普遍 见解 ， 因 此 在 当时 它 就 直接 导致 
了 认识 上 的 “危机 ”。 希 帕 索 斯 的 这 一 发 现 ， 
史 称 “ 希 帕 索 斯 悖 论 ”， 从 而 触发 了 第 一 次 
数学 危机 。 

希 帕 索 斯 的 发 现 导 致 了 数学 史上 第 一 个 无 理 数 “V2 ”的 发 现 ， 促 使 人 们 
进一步 认识 和 理解 无 理 数 。 但 是 ， 基 于 当时 生产 和 科学 技术 的 发 展 水 平 ， 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 及 以 后 的 古 希腊 的 数学 家 们 没有 也 不 可 能 建立 严格 的 无 理 数理 论 ， 
他 们 对 无 理 数 的 问题 基本 上 采取 了 回避 的 态度 ， 放 弃 对 数 的 算术 处 理 ， 代 之 以 
几何 处 理 ， 从 而 开始 了 几何 优先 发 展 的 时 期 ， 在 此 后 两 千年 间 ， 希 腊 的 几何 学 
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几乎 成 了 全 部 数学 的 基础 。 当 然 ,这 种 做 法 , 对 数学 的 发 展 也 产生 了 不 利 的 影响 。 
希 帕 索 斯 的 发 现 ， 说 明 直觉 和 经 验 不 一 定 靠得住 ， 而 推理 和 证 明 才 是 可 靠 
的 ， 这 就 导致 了 亚 里 士 多 德 的 逻辑 体系 和 欧 几 里 得 几何 体系 的 建立 。 


> 第 二 次 数学 危机 


1734 年 ， 英 国 大 主教 贝克 莱 发 表 了 一 本 书 ， 对 当时 
的 微 积分 学 说 进行 了 猛烈 的 择 击 。 他 说 牛顿 先 认为 无 穷 小 
量 不 是 零 ， 然 后 又 让 它 等 于 零 ， 这 违背 了 背 反 律 ， 并 且 所 
得 到 的 流 数 实际 上 是 000， 即 “依靠 双重 错误 得 到 了 虽然 
不 科学 但 却 正确 的 结果 ”, 这 是 因为 错误 互相 抵偿 的 缘故 。 
这 在 数学 史上 称 为 “贝克 莱 悖 论 ”。 这 一 悖 论 的 发 现 ， 在 
当时 引起 了 一 定 的 思想 混乱 ， 导 致 了 数学 史上 的 第 二 次 危 
机 ， 引 起 了 持续 200 多 年 的 微 积分 基础 理论 的 争论 。 

“贝克 莱 悖 论 ” 提 出 以 后 ， 许 多 著名 数学 家 从 各 种 不 同 的 角度 进行 研究 、 
探索 ， 试 图 把 微 积分 重新 建立 在 可 靠 的 基础 之 上 。 法 国 数 学 家 柯 西 是 数学 分 析 
的 集大成 者 ， 通 过 《分 析 教 程 》 (1821) 、《 无 穷 小 计算 讲义 》 (1823) 、《 无 
穷 小 计算 在 几何 中 的 应 用 》〈1826) 这 几 部 著作 ， 柯 西 建 立 起 以 极限 为 基础 的 
现代 微 积分 体系 。1860 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 用 递增 有 界 数列 来 定义 无 理 数 
1872 年 ， 戴 德 金 提出 用 分 割 来 定义 无 理 数 。1883 年 ， 康 托 尔 提出 用 基本 序列 
来 定义 无 理 数 。 这 些 定 义 ， 从 不 同 的 侧面 深刻 揭示 了 无 理 数 的 本 质 ， 从 而 建立 
了 严格 的 实数 理论 ， 彻 底 消除 了 希 帕 索 斯 悖 论 ， 把 极限 理论 建立 在 严格 的 实数 
理论 基础 上 ， 进 而 导致 集合 论 的 诞生 。 


> 第 三 次 数学 危机 


法 国 著名 数学 家 庞 加 莱 (1854—1912) 于 1900 年 在 巴黎 召开 的 国际 数学 
会 议 上 夸耀 道 : “现在 可 以 说 ， (数学) 绝对 的 严密 性 已 经 达到 了 。” 然 而 ， 
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事 隔 不 到 两 年 ， 英 国 著名 数理 逻辑 学 家 和 哲学 家 罗素 (1872—1970) 即 宣布 了 
一 条 惊人 的 消息 : 集合 论 是 自 相 矛 盾 的 ， 并 不 存在 什 
么 绝对 的 严密 性 ， 史 称 “ 罗 素 悖 论 ”。1918 年 ， 罗 素 
把 这 个 悖 论 通俗 化 ， 称 为 “理发 师 悖 论 ”。 罗 素 悖 论 
的 发 现 ， 无 异 于 晴天 霹雳 ， 把 人 们 从 美梦 中 惊醒 。 罗 
素 悖 论 以 及 集合 论 中 其 他 一 些 悖 论 ， 深 入 到 集合 论 的 
理论 基础 之 中 ， 从 根本 上 和 危及 了 整个 数学 体系 的 确定 
和 性 和 严密 性 。 于 是 在 数学 和 届 辑 学 界 引 起 了 一 场 轩 然 
庞 加 莱 大 波 ， 形 成 了 数学 史上 的 第 三 次 危机 。 

为 了 解决 第 三 次 数学 危机 ， 数 学 家 们 进行 了 不 同 的 努力 。 由 于 他 们 解决 问 
题 的 出 发 点 不 同 ， 所 遵循 的 途径 不 同 ， 所 以 在 20 世纪 初 就 形成 了 不 同 的 数学 
哲学 流派 ， 这 就 是 以 罗素 为 首 的 逻辑 主义 学 派 、 以 布 劳 威 尔 为 首 的 直觉 主义 学 
派 和 以 希 尔 伯 特 为 首 的 形式 主义 学 派 。 这 三 大 学 派 的 形成 与 发 展 ， 把 数学 基础 
理论 研究 推 向 了 一 个 新 的 阶段 。 

美国 杰出 数学 家 哥 德 尔 于 20 世纪 30 年 代 提出 了 不 
完全 性 定理 。 哥 德尔 定理 是 数理 逻辑 、 人 工 智 能 、 集 合 
论 的 基石 ， 是 数学 史上 的 一 座 里 程 碑 。 美 国 著名 数学 家 
冯 “。 诺 伊 曼 说 过 : “ 哥 德 尔 在 现代 逻辑 中 的 成 就 是 非凡 
的 、 不 朽 的 一 一 它 的 不 朽 甚至 超过 了 纪念 碑 ， 它 是 一 座 里 
程 碑 ， 在 可 以 望 见 的 地 方 和 可 以 望 见 的 未 来 中 永远 存在 的 所 
纪念 碑 。” “ 

第 三 次 数学 危机 的 产物 一 一 数理 逻辑 的 发 展 与 一 批 现 代数 学 的 产生 。 时 至 
今日 ， 第 三 次 数学 危机 还 不 能 说 已 从 根本 上 消除 ， 因 为 数学 基础 和 数理 逻辑 的 
许多 重要 课题 还 未 能 从 根本 上 得 到 解决 。 然 而 ， 人 们 正 向 根本 解决 的 目标 逐渐 
接近 。 可 以 预料 ， 在 这 个 过 程 中 还 将 产生 许多 新 的 重要 成 果 。 

发 现 和 提出 悖 论 并 加 以 研究 ， 对 于 数学 基础 、 逻 辑 学 和 哲学 都 有 重要 意 


% 


第 六 章 数学 之 语 | 


义 。 正 如 塔 斯 基 所 指出 的 : “必须 强调 的 是 ， 悖 论 在 建立 现代 演绎 科学 的 基础 
上 占有 一 个 特别 重要 的 地 位 。 正 如 集合 论 的 悖 论 ， 正 如 罗素 悖 论 成 为 逻辑 和 数 
学 相 容 性 形式 化 的 起 点 一 样 ， 撒 谎 者 悖 论 及 其 语义 学 悖 论 导 致 了 理论 语义 学 的 


国 二 、 著 名 的 数学 悖 论 


> 说 谎 者 悖 论 


公元 前 6 世纪 ， 古 希腊 克利 特 岛 的 哲学 
家 埃 庇 米 尼 得 斯 (Epimenides) 说 了 一 句 很 有 
名 的 话 : “所 有 克利 特 人 都 说 谎 ” 。 这 句 话 
有 名 是 因为 它 是 一 个 经 典 悖 论 ， 即 “说 谎 者 
悖 论 ”。 因 为 如 果 埃 庇 米 尼 得 斯 所 言 为 真 ， 
那么 克利 特 人 就 全 都 是 说 谎 者 ， 身 为 克利 特 
人 之 一 的 埃 庇 米 尼 得 斯 自然 也 不 例外 ， 于 是 他 所 说 的 这 句 话 应 为 谎言 ， 但 这 跟 
先前 假设 此 言 为 真相 矛盾 。 又 假设 此 言 为 假 ， 那 么 也 就 是 说 所 有 克利 特 人 都 不 
说 谎 ， 自 己 也 是 克利 特 人 的 埃 庇 米 尼 得 斯 就 不 是 在 说 谎 ， 就 是 说 这 句 话 是 真 的 ， 
但 如 果 这 句 话 是 真 的 ， 又 会 产生 矛盾 。“ 说 谎 者 悖 论 ” 至 今 仍 困 扰 着 数学 家 和 
逻辑 学 家 。 

公元 前 4 世纪， 希腊 哲学 家 又 提出 了 一 个 悖 论 : 我 现在 正在 说 的 这 句 话 是 
限 的 。 说 谎 者 悖 论 有 许多 形式 。 例 如 ， 我 预言 : 你 下 面 要 讲 的 话 是 “不 ”， 对 
不 对 ? 用 “是 ”或 “不 是 ”来 回答 。 又 如 ， 我 的 下 一 句 话 是 错 〈 对 ) 的 ， 我 的 
上 一 句 话 是 对 〈 错 ) 的 。 

有 不 少 逻辑 学 家 提出 了 一 些 解 决 方案 ,但 是 至 今 没有 形成 一 个 公认 的 方法 。 
哲学 家 提出 一 个 命题 并 非 心血 来 潮 ， 它 蕴含 了 人 们 对 终极 存在 的 探索 以 及 对 矛 
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盾 意 义 的 反思 。 其 实 ， 说 谎 者 悖 论 根 源 在 于 混淆 了 “对 与 错 ” 同 “ 真 与 假 ”两 
对 范畴 。“ 对 与 错 ” 同 “ 真 与 假 ” 是 对 应 关系 ， 而 非 等 同 关系 一 “对 与 错 ” 
是 内 容 是 否 符合 事实 ，“ 真 与 假 ” 只 是 形式 上 表述 真 假 。 说 谎 者 悖 论 是 由 于 
混淆 了 这 两 对 范畴 ， 因 而 混淆 了 思维 内 容 与 思维 形式 。 


> 理发 师 悖 论 ( 罗素 悖 论 ) 


在 某 个 城市 中 有 一 位 理发 
师 ， 他 的 广告 词 : “本 人 的 理发 
技艺 十 分 高 超 ， 誉 满 全 城 。 我 将 
为 本 城 所 有 不 给 自己 刊 脸 的 人 刊 

也 只 给 这 些 人 刊 脸 。 我 对 
ee !” 来 找 他 刮 
脸 的 人 络绎 不 绝 ， 自 然 都 是 那些 不 给 自己 刊 脸 的 人 。 可 是 ， 有 一 天 ， 这 位 理发 
师 从 镜子 里 看 见 自己 的 胡子 长 了 ， 他 本 能 地 抓 起 了 剃刀 ， 你 们 看 他 能 不 能 给 他 
自己 刊 脸 呢 ? 如 果 他 不 给 自己 刊 脸 ， 他 就 属于 “不 给 自己 乔 脸 的 人 ”， 他 就 要 
给 自己 刊 脸 ， 而 如 果 他 给 自己 刮 脸 呢 ? 他 又 属于 “给 自己 刮 脸 的 人 ”， 他 就 不 
该 给 自己 刊 脸 。 

理发 师 要 给 “本 城 所 有 不 给 自己 刮 脸 的 人 乔 脸 ”这 个 广告 语 中 的 对 象 很 明 
i: 就 是 他 可 以 为 之 服务 并 且 可 以 从 对 方 身上 盔 利 的 人 ， 所 以 广告 语 中 “本 城 
所 有 不 给 自己 刊 脸 的 人 ”这 个 集合 显然 不 包括 他 自己 。 这 个 悖 论 之 所 以 会 成 为 
悖 论 是 因为 混淆 了 这 个 广告 语 本意 所 指 的 对 象 和 这 个 广告 语 本 意 不 包括 的 对 象 
的 区 别 ， 把 这 个 广告 语 本 意 所 指 的 不 包括 作 广告 本 人 的 对 象 集合 ， 抽 象 化 为 也 
包括 制作 广告 的 人 本 身 。 

在 数学 中 ， 集 合 论 的 严密 性 是 数学 得 以 “绝对 严格 ”的 基础 ， 这 个 悖 论 动 
摇 了 数学 “绝对 严格 ”的 基础 ， 引 发 了 数学 史上 的 第 三 次 危机 。 
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> 芝 诺 悖 论 


阿 基 里 斯 与 乌龟 


阿 基 里 斯 (Achilles) 是 希腊 神话 中 善 跑 的 英雄 。 公 元 前 5 世纪 ， 芝 诺 用 
他 的 无 穷 、 连 续 以 及 部 分 和 的 知识 ， 引 发 出 以 下 著名 的 悖 论 : 他 提出 让 阿 基 里 
斯 与 乌龟 之 间 举行 一 场 赛跑 ， 并 让 乌龟 在 阿 基 里 斯 前 面 1 000 米 开始 。 假 定 阿 
基 里 斯 能 够 跑 得 比 乌龟 快 10 倍 。 比 赛 开始 ， 追 者 首先 必须 到 达 被 追 者 的 出 发 
点 ， 当 阿 基 里 斯 跑 了 1 000 米 时 ， 乌 龟 仍 前 于 他 100 米 ， 当 阿 基 里 斯 跑 了 下 一 
个 100 米 时 ,乌龟 依然 前 于 他 10 米 …… 阿 基 里 斯 和 乌 包 的 距离 可 以 无 限 地 缩小 ， 
但 阿 基 里 斯 永远 追 不 上 乌龟 。 

这 个 悖 论 是 以 阿 基 里 斯 不 可 能 超过 乌 4 


龟 、 只 能 跟 在 乌龟 后 面 为 立论 前 提 。 因 为 ae 

阿 基 里 斯 只 能 跟 在 乌龟 后 面 追 《 阿 基 里 斯 A 
永远 追 不 上 乌龟 ) ， 所 以 阿 基 里 斯 永远 追 = 4 
不 上 乌龟。 这 是 犯 了 把 结论 当 预 设 前 提 的 。 一 一 人 
逻辑 错误 一 循环 论证 的 逻辑 错误 。 芝 诺 he 


悖 论 归 根 结 底 是 一 个 时 间 的 问题 。 辟 如 说 有 1 秒 的 时 间 ， 我 们 要 先 过 一 半 即 
1/2 秒 ， 再 过 一 半 即 1/4 秒 ， 再 过 一 半 即 1/8 秒 ， 这 样 下 去 我 们 好 像 永远 都 过 
不 完 这 1 秒 。 但 其 实时 间 的 流动 是 匀速 的 ，1/2、1/4、1/8 秒 ， 时 间 越 来 越 短 ， 
看 上 去 无 穷 无 尽 ， 其 实 加 起 来 只 是 个 常数 而 已 ， 也 就 是 1 秒 。 所 以 说 ， 芝 诺 的 
悖 论 其 实 是 不 存在 的 。 


> 谷 堆 悖 论 


WR 1 粒 谷子 落地 不 能 形成 谷 堆 ，2 粒 谷子 落地 不 能 形成 谷 堆 ，3 粒 谷子 
落地 也 不 能 形成 谷 堆 ， 依 此 类 推 ， 无 论 多 少 粒 谷子 落地 都 不 能 形成 谷 堆 。 这 就 
是 令 整 个 古 希腊 震惊 一 时 的 “ 谷 堆 悖 论 ”。 

从 真实 的 前 提出 发 ， 用 可 以 接受 的 推理 ， 但 结论 却 是 明显 错误 的 。 它 说 明 
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定义 “ 堆 ” 缺 少 明确 的 边界 。 它 不 同 于 三 段 论 式 的 多 前 提 推 理 ， 在 一 个 前 提 的 
连续 积累 中 形成 悖 论 。 这 个 悖 论 的 根源 在 于 : 和 否认 量变 会 引起 质变 ， 和 否认 谷 粒 
的 量变 会 产生 “ 堆 ” 的 质变 。 解 决 它 的 办 法 就 是 引进 一 个 模糊 的 “ 度 ”。 谷 粒 
的 量变 到 产生 “ 堆 ” 的 质变 中 间 有 个 “ 度 ”， 这 个 度 只 能 通过 直觉 来 把 握 ， 不 
可 能 通过 对 谷 粒 量 的 增加 的 数学 计算 来 把 握 。 

“ 谷 堆 悖 论 ” 之 初 是 一 个 游戏 : 你 可 以 把 1 粒 谷子 说 成 是 堆 吗 ? 不 能 ; 你 
可 以 把 2 粒 谷子 说 成 是 堆 吗 ? 不 能 ;你 可 以 把 3 粒 谷子 说 成 是 堆 吗 ? 不 能 。 但 
是 你 迟早 会 承认 一 个 谷 堆 的 存在 。 你 从 哪里 区 分 它们 ? 这 只 能 凭 你 的 直觉 ， 而 
不 能 通过 数学 计算 。 


> 外 祖母 悖 论 


英国 科学 家 霍金 设想 人 有 可 能 乘 
坐 时 速 超过 光速 的 字 宙 飞船 一 “时 
间 机 器 ”通过 时 间 隧道 回 到 过 去 , 其 A Ba 一 
司 到 | 外 得 BE aire ee 
至 回 到 外 祖母 怀 他 母亲 之 前 ， 因 此 人 对 室 和 有- 
有 可 能 在 外 祖母 怀 他 母亲 之 前 杀 死 外 Bl: 外 祖母 未 亡 B2， 外 祖母 身亡 


C: “我 ”存在 
祖母 ， 人 如 果 在 外 祖母 怀 他 母亲 之 前 D: “我 ”不 存在 
杀 死 外 祖母 ， 外 祖母 就 不 可 能 生 这 个 人 的 母亲 ， 这 个 人 也 就 不 可 能 出 世 ， 现在 
这 个 人 不 但 出 世 了 ， 而 且 还 杀 死 了 他 的 外 祖母 ， 这 就 产生 了 人 悖 论 。 
参照 系 一 “人 可 以 追 光 ”只 能 是 相对 于 人 而 言 ， 因 而 具有 主观 的 特征 ; 
而 惯性 系 一 一 “时 间 不 可 倒流 ”是 客观 存在 的 。 整 个 宇宙 是 一 个 惯性 系 ， 不 以 
人 的 意识 为 转移 。 这 个 悖 论 的 逻辑 错误 根源 于 混淆 了 参照 系 与 惯性 系 ， 把 宇宙 
惯性 系 本 身 不 可 能 发 生 的 事情 因为 混淆 了 参照 系 与 惯性 系 而 强加 给 宇宙 惯性 
系 ， 得 出 错误 的 结论 。 即 使 人 可 以 乘坐 时 速 超过 光速 的 “时 间 机 器 ”通过 “时 
间 隧 道 ” 进 行 超越 光速 的 时 间 旅 行 , 人 也 只 能 看 到 死去 的 亲人 生前 活动 的 光影 ， 
不 可 能 与 死去 的 亲人 见面 并 和 死去 的 亲人 对 话 ， 就 像 人 可 以 通过 录像 看 过 去 发 
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生 的 事情 不 等 于 回 到 过 去 一 样 。 人 不 可 能 在 外 祖母 怀 他 母亲 之 前 杀 死 外 祖母 ， 


就 像 人 不 可 能 改变 过 去 已 经 发 生 过 的 事 。“ 世 界 上 没有 后 悔 药 ” 指 的 就 是 时 间 
是 不 可 倒流 的 ， 不 能 把 追 光 和 时 间 倒 流 混 为 一 谈 。 


— 
“ 先 有 鸡 ” 还 是 “ 先 有 蛋 ”? (ie 
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第 一 节 ”神奇 的 殉 莱 因 瓶 


1882 年 ， 著 名 数学 家 菲 利 克 斯 。 HOSEA (Felix Klein) 发 
现 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 著名 “瓶子 ”一 一 克 莱 因 瓶 。 它 是 
一 个 像 球面 那样 封闭 的 曲面 ， 但 其 却 只 有 一 个 面 。 在 右 图 中 我 
们 看 到 ， 克 莱 因 瓶 的 确 像 一 个 瓶子 ， 但 是 它 没有 瓶 底 ， 它 的 瓶 
颈 被 拉 长 ， 然 后 似乎 是 穿 过 了 瓶 壁 ， 最 后 瓶颈 和 瓶 底 圈 连 在 了 
一 起 。 如 果 瓶 颈 不 穿 过 瓶 壁 而 从 另 一 边 和 瓶 底 圈 相 连 的 话 ， 我 
们 就 会 得 到 一 个 轮胎 面 〈 环 面 ) 。 克 莱 因 瓶 

我 们 可 以 说 一 个 球 有 两 个 面 一 一 外 表面 和 内 表面 ， 如 果 一 只 蚂蚁 在 一 个 球 
的 外 表面 上 疏 行 ， 那 么 如 果 它 不 在 球面 上 咬 一 个 洞 ， 就 无 法 疏 到 内 表面 去 。 轮 
胎 面 〈 环 面 ) 也 是 一 样 ， 有 内 外 表面 之 分 。 但 克 莱 因 瓶 却 不 同 ， 我 们 很 容易 想 
象 ， 一 只 疏 在 “ 瓶 外 ”的 蚂蚁 ， 可 以 轻松 地 通过 瓶颈 而 扑 到 “ 瓶 内 ”去 一 一 事 
实 上 克 莱 因 瓶 并 无 内 外 之 分 ! 

如 果 观 察 克 莱 因 瓶 ， 有 一 点 似乎 令 人 困惑 一 一 克 莱 因 瓶 的 瓶颈 和 瓶 身 是 相 
交 的 ， 换 句 话 说， 瓶颈 上 的 某 些 点 和 瓶 壁 上 的 某 些 点 占据 了 三 维 空间 中 的 同一 
个 位 置 。 但 是 事实 并 非 如 此 。 事 实 是 : 克 莱 因 瓶 是 一 个 在 四 维 空间 中 才 可 能 真 
正 表现 出 来 的 曲面 。 如 果 我 们 一 定 要 把 它 表 现 
在 我 们 生活 的 三 维 空间 中 ， 只 好 把 它 表 现 得 似 
乎 是 自己 和 自己 相交 一 样 。 事 实 上 ， 克 莱 因 瓶 
的 瓶颈 是 穿 过 了 第 四 维 空间 再 和 瓶 底 圈 连 起 来 
的 ， 并 不 穿 过 瓶 壁 。 

用 扭 结 来 打 个 比方 ， 如 右 图 所 示 ， 如 果 把 。 ”在 二 维 看 似 穿 过 自身 的 绳子 
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它 看 作 平面 上 的 曲线 的 话 ， 那 么 它 似乎 自身 相交 ， 再 一 看 似乎 又 断 成 了 三 截 。 
但 其 实 这 个 图 形 是 三 维 空间 中 的 曲线 。 它 并 不 和 自己 相交 ， 而 是 连续 不 断 的 一 
条 曲线 。 在 平面 上 一 条 曲线 自然 做 不 到 这 样 ， 但 是 如 果 有 第 三 维 的 话 ， 它 就 可 
以 穿 过 第 三 维 来 避 开 和 自己 相交 。 只 是 因为 我 们 要 把 它 画 在 二 维 平面 上 时 ， 只 
好 把 它 画 成 相交 或 者 断裂 了 的 样子 。 

克 莱 因 瓶 也 一 样 ， 我 们 可 以 把 它 理解 成 处 于 四 维 空间 中 的 
曲面 。 在 我 们 这 个 三 维 空间 中 ， 即 使 是 最 高 明 的 能 工 巧 折 ， 也 
不 得 不 把 它 做 成 自身 相交 的 模样 ， 就 好 像 最 高 明 的 画家 ， 在 纸 
上 画 捏 结 的 时 候 也 不 得 不 把 它们 画 成 自身 相交 的 模样 。 /f 

有 趣 的 是 ， 如 果 把 克 莱 因 瓶 沿 着 它 的 对 称 线 切 下 去 ， 况 会 w/ 
ABT. RACINE 180°, FAB COAL 
粘 起 来 就 得 到 一 条 莫 比 乌 斯 带 的 模型 ， 如 右 图 所 示 。 莫 比 乌 斯 环 


如 果 球 面 上 有 一 些 花 纹 〈 如 圆 形 花纹 ) ， 把 它 吹 胀 了 ， 只 要 不 破 ， 虽 然 花 
纹 的 形状 有 变化 ， 如 圆 形 可 能 变 成 椭圆 ， 其 花纹 的 长 度 、 面 积 、 共 线性 等 都 会 
变化 ， 但 气球 和 吹 胀 的 气球 面 上 的 花纹 之 间 仍 有 一 一 对 应 关系 并 且 邻 近 的 点 仍 
变 成 邻近 的 点 ， 这 样 的 变换 便 是 拓扑 变换 或 同 胚 。 

如 果 在 圆 的 内 部 画 一 点 ， 不 管 你 怎么 拉 或 吹 胀 这 一 气球 ， 点 总 是 在 圆 的 内 
部 ， 这 便 是 拓扑 学 的 一 种 简单 的 不 变性 质 。 

以 上 现象 显示 出 几何 图 形 的 一 类 新 的 几何 性 质 。 这 类 性 质 与 几何 图 形 的 大 
小 、 形 状 以 及 所 含 线段 的 曲直 等 都 无 关 ， 它 们 不 能 用 欧 氏 几何 的 方法 来 处 理 ， 
它们 的 特点 是 : 在 “弹性 变形 ”下 保持 不 变 。 欧 拉 将 研究 这 类 新 问题 的 几何 学 
称 为 “位 置 几何 学 ”， 人 们 则 通俗 地 叫 它 “ 橡 皮 几 何 学 ”。 后 来 ， 这 门 数 学 分 
支 被 正式 命名 为 “拓扑 学 ”。 

拓扑 英文 名 是 “Topology”， 直 译 是 地 志学 ， 最 早 指 研究 地 形 、 地 貌 相 类 
似 的 有 关 学 科 。 拓 扑 学 是 在 几何 学 与 集合 论 里 发 展 出 来 的 学 科 ， 研 究 空间 、 维 
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度 与 变换 等 概念 。 这 些 词 汇 的 来 源 可 追溯 至 莱 布 尼 茨 在 17 世纪 提出 “位 置 的 
几何 学 ”和 “位 相 分 析 ” 的 说 法 。 欧 拉 的 柯 尼 斯 堡 七 桥 问题 与 欧 拉 示 性 数 被 认 
为 是 该 领域 最 初 的 定理 。 


a >) 
欧 拉 公式 : 如 果 一 个 凸 多 面体 的 顶点 数 
样 的 关系 : F+V-E=2, RAE (F+V-E) 称 为 欧 拉 示 性 数 。 根 据 此 公式 ， 
可 以 得 出 这 样 一 个 有 趣 的 事实 : 只 存在 五 种 正 多 面体 。 它 们 是 正四 面体 、 
正六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 、 正 二 十 面体 。 
如 果 一 个 立方 体 有 一 个 “管道 ” 穿 过 它 ， 那 么 它 还 是 多 面体 吗 ? 对 于 
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在 拓扑 学 里 不 讨论 两 个 图 形 全 等 的 概念 , 但 是 讨论 拓扑 等 价 的 概念 。 比如， 
圆 和 方形 、 三 角形 的 形状 、 大 小 不 同 ， 但 在 拓扑 变换 下 ， 它 们 都 是 等 价 图 形 ; 
足球 和 橄榄 球 ， 也 是 等 价 的 一 一 从 拓扑 学 的 角度 看 ， 它 们 的 拓扑 结构 是 完全 一 
样 的 。 而 游泳 圈 的 表面 和 足球 的 表面 则 有 不 同 的 拓扑 性 质 ， 比 如 游泳 圈 中 间 有 
个 “ 洞 ”。 在 拓扑 学 中 ， 足 球 所 代表 的 空间 叫 球面 ， 游 泳 圈 所 代表 的 空间 叫 环 
面 ， 球 面 和 环 面 是 “不 同 ” 的 空间 。 把 球面 和 环 面 的 差异 用 数字 表示 便 是 欧 拉 
示 性 数 。 球 面 的 欧 拉 示 性 数 为 2， 环 面 的 欧 拉 示 性 数 为 0。 欧 拉 示 性 数 不 同 的 
表面 是 无 法 让 其 发 生 连续 变化 的 。 

例如 ， 甜 甜 圈 是 一 个 具有 单 孔 的 曲面 。 咖 啡 杯 也 一 样 ， 该 孔 以 杯 把 的 形式 
出 现 ， 以 下 显示 出 从 一 个 甜 甜 圈 到 咖啡 杯 的 形变 过 程 。 

cy 


甜 甜 圈 到 咖啡 杯 的 形变 过 程 
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“连通 性 ”是 最 本 质 的 拓扑 性 质 。 德 国 数学 家 莫 比 乌 斯 (1790 一 1868) 在 
1858 年 发 现 了 莫 比 乌 斯 曲面 。 这 种 曲面 不 能 用 不 同 的 颜色 来 涂 满 。 

在 数学 上 ， 称 克 莱 因 瓶 、 莫 比 乌 斯 曲面 为 “不 可 定 
向 的 ”空间 。 而 我 们 通常 讲 的 球面 或 轮胎 面 ， 这 样 的 空 
间 是 可 定向 的 。 如 何 理解 “不 可 定向 ” 呢 ? 

我 们 将 一 条 纸 带 的 两 端 分 别 画 上 方向 相反 的 两 个 箭 
头 ， 再 把 纸 带 的 一 端 扭 180” ， 和 另 一 端 粘 起 来 做 成 一 
条 莫 比 乌 斯 带 〈 此 时 两 个 箭头 方向 一 致 ) 。 设 想 有 一 只 小 虫 疏 行 轨迹 
小 虫 疏 过 带 有 箭头 的 边界 ， 转 移 到 另 一 侧 继续 按 原 方向 爬行 。 我 们 再 展开 纸 带 
RAD AAMT HL CLAD ， 你 会 发 现 小 虫 的 聆 行 方向 发 生 了 改变 。 由 于 
对 小 虫 来 说 并 没有 左右 之 分 ， 因 此 这 个 曲面 是 不 可 定向 的 。 

1904 年 ， 法 国 数学 家 亨利 。 庞 加 莱 提 出 了 一 个 拓扑 学 的 猜想 : 

“任何 一 个 单 连通 的 ， 闭 的 三 维 流 形 一 定 同 胚 于 一 个 三 维 的 球面 。” 

简单 地 说 ， 如 果 一 个 三 维 空间 没有 和 孔 〈 单 联通 的 ) ， 那 么 它 一 定 是 三 维 球 
面 。 后 来 ， 这 个 猜想 被 推广 至 三 维 以 上 空间 ， 被 称 为 “高 维 庞 加 莱 猜 想 ”。 

庞 加 莱 猜 想 是 克 雷 数学 研究 所 悬赏 的 七 个 “ 千 禧 年 大 奖 难 题 ” 之 一 。 其 中 
三 维 的 情形 被 俄罗斯 数学 家 格 里 戈 里 。 佩 雷 尔 曼 于 2003 年 前 后 证 明 。2006 年 ， 
数学 界 最 终 确认 佩 雷 尔 曼 的 证 明 解 决 了 庞 加 莱 猜 想 。 庞 加 莱 猜 想 是 一 个 拓扑 学 
中 带 有 基本 意义 的 命题 ， 将 有 助 于 人 类 更 好 地 研究 三 维 空间 ， 其 带 来 的 结果 将 
会 加 深入 们 对 流 形 性 质 的 认识 。 


七 个 “ 千 禧 难题 ” 

2000 年 5 月 24 日， 美国 克 雷 数学 研究 所 的 科学 顾问 委员 会 列 出 了 
七 个 “ 千 禧 年 大 奖 难题 ”。 它 们 分 别 是 : 庞 加 莱 猜 想 、P 对 NP 问题 、 
霍 奇 猜想 、 黎 曼 假设 、 杨 -米尔 斯 理论 存在 性 与 质量 缺口 、 纳 维 - 斯 托 
克 斯 方程 存在 性 与 光滑 性 、BSD 猜想 。 
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这 七 道 问题 被 研究 所 认为 是 “重要 的 经 典 问题 ,经 许多 年 仍 未 解决 。 
克 雷 数学 研究 所 的 董事 会 决定 建立 七 百 万 美元 的 大 奖 基金 ， 每 个 问题 的 
解决 都 可 获得 百 万 美元 的 奖励 。 


如 右 图 所 示 ， 如 果 不 打开 绳 结 、 不 割断 绳子 ， / \ 
是 不 是 可 以 把 图 中 的 两 个 人 解 开 ? aS 
| 
| A \ |_| 
过 / In, 
E | | }} 
Cg 


二 节 迷人 的 自 相 似 图 形 


1980 年 3 月 ， 位 于 纽约 州 约克 敦 海 
茨 的 IBM 研发 中 心 ， 一 台 最 先进 的 电脑 
主机 正 向 一 个 古老 的 泰克 打印 机 传输 指 
令 。 打 印 机 按照 主机 指令 在 一 张 白 纸 上 
的 奇怪 位 置 打 点 ， 当 它 停止 敲打 后 ， 其 
打印 结果 就 像 是 在 床单 上 撤 下 了 一 把 尘 
土 。 贝 努 克 。 曼 德尔 布 罗 特 简直 不 敢 相 

曼 德尔 布 罗 特 集合 信 他 的 眼睛 。 他 知道 这 个 图 案 非 常 重要 ， 
但 它 到 底 是 什么 呢 ? 在 他 面前 慢 慢 呈现 的 图 像 狂 如 显影 池 里 逐渐 显现 的 黑白 
照片 。 这 是 人 们 第 一 次 帝 见 分 形 世 界 中 的 图 像 一 一 曼 德尔 布 罗 特集 合 。 

产生 曼 德尔 布 罗 特集 合 的 公式 可 以 简单 表示 为 : x+c 

当 c=0.5 时 ， 从 x=0 开始 迭代 ， 结 果 会 越 来 越 大 。 当 取 c=-0.5 时 ， 经 过 几 
次 迭代 后 ， 振 功 会 稳定 在 -0.366 0 附近 。 曼 德尔 布 罗 特 集合 是 结果 不 会 逃逸 至 
无 穷 大 的 所 有 c 值 。 
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曼 德 尔 布 罗 特 集合 具有 自 相 似 性 ， 如 果 放 大 这 个 集合 ， 你 无 法 确定 放大 的 
倍数 ， 只 能 看 到 更 多 的 曼 德 尔 布 罗 特 集 。 

分 形 (Fractal) 一 词 ， 是 曼 德尔 布 罗 特 创造 出 来 的 ， 据 说 是 在 一 个 寂静 夏 
天 的 夜晚 , 他 在 冥 思 兰 想 之 余 偶 翻 他 儿子 的 拉丁 文字 典 时 突然 想到 的 。 他 想 用 “分 

”一 词 来 描述 自然 界 中 传统 欧 几 里 得 几何 学 所 不 能 描述 的 一 大 类 复杂 无 规 的 
几何 对 象 。 例 如 ， 弯 弯曲 曲 的 海岸 线 、 起 伏 不 平 的 山脉 、 粗 烽 不 堪 的 断面 、 
变幻 无 常 的 浮云 、 九 曲 回 肠 的 河流 、 纵 横 交 错 的 血管 、 令 人 眼花 练 乱 的 满 天 繁 
星 等 。 

1973 年 ， 曼 德尔 布 罗 特 在 法 兰 西学 院 讲课 时 ， 首 次 提出 了 分 维和 分 形 的 
设想 。 所 谓 分 形 ， 就 是 粗糙 或 零碎 的 几何 形状 ， 可 以 分 成 数 个 部 分 ， 且 每 一 部 
分 都 是 整体 缩小 尺寸 的 形状 。 分 形 能 够 用 数学 描述 现实 世界 中 更 常见 的 表面 上 
看 似 没有 规律 的 粗糙 形状 和 事物 ， 其 在 各 学 科 中 都 有 广泛 应 用 。 

与 数学 中 的 大 多 数 事情 一 样 ， 新 发 现 很 少 是 完全 革新 的 。 纵 观 历史 ， 在 曼 

德尔 布 罗 特 发 现 曼 德尔 布 罗 特 集 的 100 年 前 ， 昂 利 。 庞 加 莱 和 阿 效 。 克 黎 等 数 
学 家 们 已 经 对 这 个 想法 有 了 初步 的 认识 。 不 幸 的 是 他 们 在 当时 没有 足够 的 计算 
能 力 进行 进一步 的 研究 。 

20 世纪 60 年 代 ， 加 拿 大 化 学 家 凯 伊 研究 炭 黑 颗 粒 的 现状 与 尺寸 ， 炭 黑 颗 
粒 的 边界 近似 椭圆 ， 为 了 掌握 这 个 近似 所 带 来 的 误差 ， 他 认为 使 用 高 倍 显微镜 
应 该 可 以 得 到 更 精确 的 周 长 值 。 但 结果 出 
乎 意料 ， 用 更 高 倍数 的 显微镜 可 看 到 更 详 
细 的 细节 ， 但 周 长 却 在 无 限 地 增长 。 一 个 
有 限 的 图 形 周 长 会 无 限 地 增长 ， 这 在 几何 
上 难以 想象 ! 后 来 ， 他 了 解 到 在 几 十 年 前 
一 位 地 理学 家 理 查 逊 在 测量 大 不 列 颠 海岸 线 的 长 度 时 ， 遇 到 类 似 问 题 ， 越 是 使 

用 公认 的 提高 精度 的 精确 方法 〈 尽 量 设 多 的 测量 点 ， 用 尽 可 能 小 的 折线 代替 海 
岸 曲线 ) 去 测量 ， 得 到 的 海岸 线 就 越 是 无 限制 地 增长 。 


测量 海岸 线 


过 
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GQ 一 、 科 赫 曲 线 


其 实 早 在 1906 年 ， 瑞 典 数学 家 海里 格 。 冯 。 科 赫 在 研究 构造 连续 而 不 可 
微 函 数 时 ， 已 提出 了 如 何 构 造 能 够 描述 雪花 的 曲线 一 一 科 赫 曲线 。 

将 一 条 线段 去 掉 其 中 间 的 3， 然后 用 此 为 长 的 等 边 三 角形 的 两 条 边 ( 它 
的 长 度 为 所 给 线段 长 的 /3〉 去 代替 ， 不 断 重复 上 述 步骤 可 得 到 科 赫 曲线 。 


(a) (c) 
(b) (d) 
科 赫 曲线 


如 果 将 所 给 线段 换 成 一 个 等 边 三 角形 ， 然 后 在 等 边 三 角形 每 条 边 上 实施 上 
述 变 换 ， 便 可 得 到 科 赫 雪花 图 案 。 


AMS 


二 、 康 托 尔 集 


合 论 的 创始 人 康 托 尔 (1845 一 1918) 为 了 讨论 三 角 级 数 的 唯一 性 问题 ， 
于 1872 年 曾 构造 一 个 抽象 、 奇 异 的 集合 一 一 康 托 尔 集 。 
将 一 个 长 度 为 1 的 线段 三 等 分 ， 然 后 去 掉 其 中 的 一 段 ， 再 将 剩 下 的 两 段 
分 别 三 等 分 后 ， 各 去 掉 中 间 一 段 ， 如 此 下 去 ， 将 得 到 一 些 离散 的 细微 线段 的 集 
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合 一 一 康 托 尔 集 〈 又 称 康 托 尔 粉尘 ) 。 


0 二 过 1 
3 3 E, 
Bi 
Eee = —— 一 -一起 
ER a = 一 -—£ 
-- -- -- -- -- -- -- --E, 
=a ape, sare ace mis eo 

康 托 尔 粉 尘 


国 三 、 皮 亚 诺 曲线 


1890 年 意大利 数学 家 、 逻 辑 学 家 皮 亚 诺 (1858 一 1932) 构造 了 能 够 填 满 
整个 平面 的 曲线 一 一 皮 亚 诺 曲线 ， 具 体 构 造 如 下 图 所 示 。 这 显然 也 是 一 条 “ 怪 
异 ” 的 曲线 : 它 本 身 是 一 条 曲线 〈 故 面积 应 该 为 0) ， 但 却 可 以 填 满 一 个 正方 
形 〈 它 的 面积 显然 不 为 0) 。 


皮 亚 诺 曲线 


四 、 谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 、 地 秘 、 海 绵 


1915 年 ， 波 兰 数学 家 谢 尔 宾 斯 基 (1882 一 1969) 也 制造 出 两 件 绝妙 的 “ 艺 
术 品 ” 衬 热 和 地 毯 。 

将 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 区 域 , 均 分 成 四 个 小 等 边 三 角形 , 去 掉 中 间 一 个 ， 
然后 再 对 剩 下 的 每 个 小 等 边 三 角形 进行 相同 的 操作 ， 这 样 的 操作 不 断 继 续 下 去 
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直到 无 穷 ， 最 终 所 得 的 极限 图 形 称 为 谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 。 谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 的 极限 
图 形 的 面积 趋 于 零 ， 而 小 图 形 的 数目 趋 于 无 穷 ， 作 为 小 图 形 的 边 的 线段 数目 趋 
于 无 穷 ， 实 际 上 是 一 个 线 集 。 从 某 种 意义 上 讲 ， 谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 实际 上 是 康 托 
尔 粉 尘 集 在 二 维 空间 的 拓展 。 


谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 


此 外 ， 谢 尔 宾 斯 基 还 用 类 似 的 方法 构造 了 谢 尔 宾 斯 基地 毯 。 将 一 个 实心 正 
方形 划分 为 9 个 小 正方 形 ， 去 掉 中 间 的 小 正方 形 ， 再 对 余下 的 小 正方 形 重 复 这 
一 操作 便 能 得 到 谢 尔 宾 斯 基地 毯 。 同 样 ， 它 的 面积 趋 于 0， 而 线 的 长 度 区 域 无 
穷 大 。 如 下 图 所 示 : 


谢 尔 宾 斯 基地 秩 


接着 ， 谢 尔 宾 斯 基 又 将 他 的 “杰作 ”拓展 推 向 了 三 维 空间 : 

从 一 个 正方 体 开始 ， 把 正方 体 的 每 一 个 面 分 成 9 个 正方 形 。 这 将 把 正方 体 
分 成 27 个 小 正方 体 ， 像 魔方 一 样 。 把 每 一 面 的 中 间 的 正方 体 去 掉 ， 把 最 中 心 
的 正方 体 也 去 掉 ， 留 下 20 个 正方 体 。 然 后 对 剩 下 的 20 个 小 正方 体 中 的 每 一 个 
实施 上 述 操 作 ， 如 此 下 去 …… 人 们 把 这 个 千 “ 窗 ” 百 孔 的 正方 体 ( 它 就 像 人 们 
常见 的 海绵 ) 称 为 “ 门 格 - 谢 尔 宾 斯 基 海 绵 ”( 它 首先 由 奥地利 数学 家 卡尔 * 门 
格 在 1926 年 描述 ) 。 它 的 表面 积 为 无 穷 大 ， 而 它 的 体积 趋 于 0。 
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门 格 一 谢 尔 宾 斯 基 海 绵 


Qa, #4574 


达 。 芬 奇 在 他 的 笔记 中 写 道 : “绘画 科学 首先 开始 于 点 ， 其 次 是 线 ， 再 次 
出 现 的 是 面 ， 最 后 是 面 覆盖 着 的 立体 。” 在 达 。 芬 奇 的 层次 结构 中 ， 点 是 零 维 
的 ， 线 是 一 维 的 ， 面 是 两 维 的 ， 而 空间 是 三 维 的 。 

爱 因 斯 坦 认 为 时 间 与 空间 构成 了 一 个 四 维 连 续 体 ， 我 们 生活 在 一 个 (x, y， 
z, t) 的 四 维 世界 中 。 

公元 前 300 多 年 , 欧 几 里 得 描绘 了 三 维 世界 。1884 年 , 英国 出 版 了 一 本 《二 
维 国 》 的 畅销 书 ,在 这 个 国度 里 人 们 都 生活 在 二 维 平面 中 。 人 们 看 不 到 三 角形 、 
正方 形 或 者 圆 形 等 形状 ， 因 为 他 们 无 法 跳 到 第 三 维 中 观察 。 他 们 的 视觉 严重 受 
限 ， 他 们 很 难 理解 第 三 维 ， 就 像 我 们 很 难 理解 第 四 维 一 样 。 

与 物理 多 维 空间 不 同 的 是 , 在 数学 中 , 高 于 三 维 的 空间 是 没有 任何 问题 的 。 
比如 ， 人 自身 就 是 一 个 多 维 事物 ， 一 个 人 的 “坐标 ” 远 多 于 3 个 。 我 们 可 以 使 
FA (a, b, c,d，e, f,g，h) 来 代表 年 龄 、 身 高 、 体 重 、 性 别 、 鞋 码 、 眼 球 颜色 、 
发 色 、 国 籍 等 。 

1948 年 ， 美 国 数学 家 胡 尔 维 茨 〈Hurewicz) 和 沃 尔 曼 (Wallman) 出 版 了 
一 本 书 一 一 《 维 数论 》， 以 一 种 十 分 精确 、 直 观 的 方法 给 出 了 维 数 的 定义 ， 比 
较 完整 地 论述 了 截至 当时 有 关 的 维 数 定义 和 有 关 问 题 。 

费 利克 斯 * 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) 对 维 的 看 法 非常 独特 , 他 的 观点 涉及 缩放 。 
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他 于 1918 年 提出 了 “ 豪 斯 多 夫 维 ”的 定义 : 

在 三 维 空间 里 任意 给 了 一 个 几何 对 象 G, 把 G 放 大 到 一 个 相似 的 图 形 G”， 
设 放大 的 比例 数 是 s， 如 果 体 积 放 大 了 7 倍 ， 我 们 用 4 把 ”和 <s* 联系 起 来 ， 
n=s", d 称 为 几何 体 G 的 维 数 。 

也 就 是 说 ，d=lgn/lgs= 体积 放大 倍数 的 对 数 / 边 长 放大 倍数 的 对 数 

通过 豪 斯 多 夫 维 可 以 给 一 个 任意 复杂 的 点 集合 ， 如 分 形 〈Fractal) 赋予 一 
个 维度 。 对 于 简单 的 几何 目标 ， 如 线 、 长 方形 、 长 方 体 等 豪 斯 多 夫 维 等 同 于 它 
们 通常 的 几何 维度 或 者 拓扑 维度 。 通 常 来 说 ， 一 个 物体 的 豪 斯 多 夫 维 不 像 拓扑 
维度 一 样 总 是 一 个 自然 数 而 可 能 会 是 一 个 非 整 的 有 理 数 或 者 无 理 数 。 

为 什么 前 面 提 到 的 科 赫 曲线 、 康 托 尔 集 、 皮 亚 诺 曲线 ， 以 及 谢 尔 宾 斯 基 
衬 垫 、 地 毯 、 海 绵 等 图 形 那 么 怪异 、 而 又 有 自 相 似 性 。 因 为 这 些 形 状 的 豪 斯 
多 夫 维 度 不 再 是 整数 ， 而 是 分 数 〈 分 维 ) 。 所 以 说 ， 分 形 图 就 是 维 数 为 分 数 
的 图 形 。 

就 拿 科 赫 曲线 来 说 ， 如 果 科 赫 曲 线 的 基本 单位 按 比例 放大 3 倍 ， 它 的 周 长 
变 成 之 前 的 4 倍 。 按 照 豪 斯 多 夫 维 数 的 定义 ，d=lg4/lg3=1.262。 

同样 地 ， 我 们 可 计算 出 前 述 诸 图 形 CRA) 的 豪 斯 多 夫 维 数 〈 见 下 表 ) 。 


科 赫 曲线 d=lg4/lg3=1.262 


皮 亚 诺 曲 线 d=lg4/lg2=2 
谢 尔 宾 斯 基 衬 垫 d=1g3/lg2=1.585 


谢 尔 宾 斯 基地 毯 d=1g8/lg3=1.893 
谢 尔 宾 斯 基 海 绵 d=lg20/lg3=2.726 


从 上 表 中 我 们 容易 想象 出 : 维 数 为 1 ~ 2 的 曲线 维 数 表示 它们 弯曲 程度 和 
能 填 满 平面 的 能 力 ; 2 ~ 3 维 曲面 维 数 表 现 它们 的 复杂 程度 和 能 够 填 满 空间 的 
能 力 。 


i 
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右边 分 形 图 的 豪 斯 多 夫 
维 数 是 多 少 ? 


加 六、 分形 图 是 高 效率 的 


曾经 被 认为 是 “数学 上 的 污点 ” 
的 分 形 图 形 重新 回 到 研究 者 的 视野 中 。 它 已 在 数学 、 物 理 、 天 文 、 生 化 、 地 理 、 
医学 气象, 材料 乃至 经 济 学 等 诸多 领域 被 广泛 应 用 , 且 取 得 了 异乎 寻常 的 成 就 。 
其 实 , 在 大 自然 中 分 形 图 比比 皆 是 。 比 如 ， 
大 家 经 常 吃 的 花椰菜 。 一 颗 大 花椰菜 就 像 一 棵 


Ry HSU, ans ee 
sy 树 的 样子 , 和 原来 的 大 花椰菜 看 起 来 很 相似 吧 ? 
NS 还 有 随处 可 见 的 树枝 ， 从 树干 上 拔 下 来 树 
枝 的 样子 ， 和 从 一 根 树枝 上 再 拔 下 来 树枝 的 样 
子 都 何其 相似 。 

我 们 再 来 看 看 蕨 类 植物 的 叶子 。 拿 一 大 枝叶 
子 来 看 时 ， 难 道 不 会 觉得 它 叶子 的 分 布 状况 和 构 
成 这 片 枝叶 的 小 枝叶 放大 的 样子 非常 相似 吗 ? 

为 什么 在 自然 界 中 往往 会 出 现 这 种 自 相似 的 
形态 呢 ? 事实 上 ， 这 些 分 形 图 形 的 构造 正 是 大 自 和 
然 的 伟大 智慧 ! 原因 主要 有 两 个 : \ 

。 生成 规则 (模式) 非常 简单 ， 易 复制 ; 

。 依 此 模式 可 以 获得 较 大 的 长 度 或 表面 积 。 

例如 ， 树 木 都 希望 所 有 叶子 能 尽 可 能 多 地 沐浴 到 阳光 。 当 树枝 以 分 形 形 式 
分 布 时 ， 附 着 在 树枝 上 的 叶子 能 晒 到 阳光 的 表面 积 就 会 特别 大 。 不 管 是 茧 类 村 
物 还 是 花椰菜 都 是 一 样 。 


@ 
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我 们 的 身体 中 也 存在 “分 形 图 形 ”! 一 个 典型 的 例子 是 “血管 ”的 分 支 现 
象 。 总 的 来 说 ， 就 是 从 大 动脉 和 大 静脉 上 渐渐 分 出 无 数 的 毛细 血管 ， 这 些 纤细 
的 毛细 血管 流 遍 人 体 的 各 个 角落 ， 这 种 分 支 现象 从 整体 看 来 就 是 呈 近 似 图 形状 
的 。 那么 , 血管 的 长 度 到 底 共 有 多 长 呢 ? 10 万 公里 ! 相当 于 地 球 赤道 的 2 周 半 。 

我 们 的 身体 中 居然 存在 如 此 惊人 的 血管 长 度 , 血液 就 在 其 中 测 涌 地 奔流 着 。 
靠 着 这 些 血 管 ， 我 们 身体 各 处 的 细胞 都 能 流通 血液 、 吸 收 营养 、 维 持 生命 。 这 
都 多 亏 了 分 形 图 形 。 

日 常生 活 中 常见 的 近似 图 形 的 
例子 还 有 很 多 ， 如 麦 穗 的 样子 、 海 
岸 线 的 样子 、 地 面 凹 凸 不 平 的 样子 、 
孔雀 羽毛 的 样子 等 。 除 此 之 外 ， 还 4 
有 一 些 出 乎 大 家 意料 的 例子 ， 如 选 
举 投 票 的 人 口 变动 、 股 票 的 变动 等 。 


第 三 节 美丽 的 蝴蝶 


1961 年 的 某 一 天 ， 麻 省 理工 学 院 的 气象 
学 家 爱德华 * 洛 伦 效 在 他 的 古董 级 计算 机 画图 
的 间隙 去 喝 了 一 杯 咖 啡 ， 回 来 后 看 到 的 结果 令 
他 大 吃 一 惊 : 原本 的 气象 图 变 成 了 一 张 无 法 识 
别 的 图 像 。 

经 过 思索 ， 他 想起 输入 的 初始 值 的 确 有 一 个 微小 的 变化 : 之 前 保留 小 数 点 
后 6 位 ， 但 是 这 次 只 保留 了 小 数 点 后 3 位 。 为 了 解释 该 差异 现象 ， 他 使 用 了 短 
语 “ 蝴 蝶 效 应 ”。 从 此 他 将 研究 兴趣 转向 数学 。 


be 
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洛 伦 效 在 解释 空气 系统 理论 时 说 ， 亚 马 孙 雨林 一 只 蝴蝶 翅膀 偶尔 振动 ， 也 
许 两 周 后 就 会 引起 美国 得 克 萨 斯 州 的 一 场 龙卷风 ， 这 就 是 “蝴蝶 效应 ”: 比喻 
初始 条 件 十 分 微小 的 变化 经 过 不 断 放 大 , 对 其 未 来 状态 会 造成 极其 巨大 的 差别 。 

1812 年 法 国 科 学 家 拉 普 拉 斯 发 表 了 一 篇 关于 确定 性 宇宙 的 短文 : 如果 在 
某 一 特定 时 刻 ， 宇 宙 中 所 有 物体 的 位 置 和 速度 ， 以 及 作用 在 它们 上 面 的 力 是 已 
知 的 ， 那 么 ， 这 些 量 值 在 其 后 的 所 有 时 刻 都 可 以 被 精确 地 推算 出 来 。 宇 宙 以 及 
宇宙 中 的 所 有 物体 都 是 完全 确定 的 。 

拉 普 拉 斯 所 坚信 的 是 : 初始 条 件 的 微小 差异 意味 着 结果 的 微小 差异 。 例 如 ， 
一 个 赛跑 选手 如 果 在 发 令 枪 响 1/10 秒 后 才 起 跑 ， 那 么 他 冲 过 终点 线 的 时 刻 也 
必然 要 比 往常 晚 110 秒 。 

然而 ， 世 界 是 确定 性 的 吗 ? “蝴蝶 效应 ”告诉 我 们 ， 现 实 世 界 远 比 这 错 综 
复杂 得 多 ! 

任何 事物 发 展 均 存 在 定数 与 变数 ， 事 物 在 发 展 过 程 中 其 发 展 轨迹 有 规律 可 
循 ， 同 时 也 存在 不 可 测 的 “变数 ”， 往 往 还 会 适得其反 ， 一 个 微小 的 变化 能 影 
响 事物 的 发 展 ， 说 明 事 物 的 发 展 具 有 复杂 性 。 

我 们 可 以 用 一 个 很 简单 的 机 械 实验 


来 冰释 这 个 观点 。 如 右 图 所 示 ， 如 果 你 * 

; e /e A 
将 一 颗 滚珠 从 箱子 上 方 的 开口 处 落下 ， ome wie 
滚珠 在 下 落 的 过 程 中 由 于 碰 到 不 同 的 别 oe e ° e 
针 ， 会 向 左边 或 右边 偏 移 ， 直 到 最 终 落 ene ere 。 
在 箱 体 底部 的 整理 槽 中 。 然 后 ， 你 可 以 人 
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将 另 一 频 完 全 一 样 的 滚珠 ， 从 相同 的 位 | se。 ece ee ee we 
置 以 相同 的 速度 落下 。 如 果 你 可 以 完全 


精确 地 做 到 这 些 ， 那 么 拉 普 拉 斯 将 是 对 ool8e 

| oO olo8 oo 88 88 SS [eleje】 
的 ， 滚 珠 下 落 的 路 径 将 是 完全 一 样 的 。 
如 果 第 1 个 滚珠 落 在 左 数 第 3 个 槽 中， 经 典 弹 球 实验 


| 别 说 你 不 懂 数 学 


那么 第 2 个 滚珠 也 会 落 在 这 个 槽 中 。 

但 是 ， 你 终究 无 法 保证 滚珠 下 落 时 的 位 置 、 速 度 以 及 作用 力 完全 相同 。 在 
现实 中 ， 必 然 存 在 一 些 误差 ， 这 些 误差 甚至 轻微 到 你 自己 都 无 法 测量 。 因 此 ， 
滚珠 下 落 的 路 径 可 能 会 截然 不 同 ， 最 终 落 到 另 一 个 槽 中 。 

我 们 可 以 继续 放 滚 珠 ， 你 放 完 100 个 滚珠 后 ， 如 果 滚 珠 在 整理 槽 中 的 分 布 
呈 中 间 多 、 两 边 少 的 分 布 〈 这 可 能 是 别针 的 分 布 与 间隔 原因 造成 的 ) 。 那 么 ， 
换 第 二 个 人 来 放 100 个 滚珠 ， 最 终 滚珠 在 整理 槽 中 的 分 布 仍然 会 呈 中 间 多 、 两 
边 少 的 现象 。 换 第 三 个 人 来 放 100 个 滚珠 , 滚珠 在 整理 槽 中 的 分 布 仍然 会 如 此 。 
这 就 是 混沌 现象 。 

“混沌 ” (Chaos) ， 这 种 现象 表面 上 看 是 随机 的 ， 不 可 预报 的 ， 而 事实 
上 却 是 按照 严格 的 且 经 常 是 易于 表述 的 规则 运动 着 。 混 沌 的 基本 性 质 一 一 非 线 
性 、 复 杂 性 和 分 维 性 。 

后 人 把 洛 伦 效 那 个 失真 的 简化 系统 称 为 洛 伦 效 模型 “怪物 ”， 事 实 上 它 只 
是 一 个 三 维 非 线性 常 微 分 方程 组 〈 见 下 式 ) 。 当 参数 无 限 靠近 某 些 数 时 ， 绘 出 
的 动态 图 形 便 形 成 了 一 种 被 称 为 奇异 吸引 子 的 东西 ! 

x= -0 (x-y) 
pHrx-y-xz 
Z=-bz+xy 

1964 年 ， 法 国 尼斯 城 的 一 位 天 文学 家 埃 农 ， 用 袖 
珍 计 算 器 对 一 类 简单 的 平面 坐标 变换 进行 迭代 。 他 算 了 
七 百 多 次 迭代 , 找到 了 一 个 周期 为 7 的 周期 点 。 埃 农 发 现 ， 
一 旦 出 现 了 周期 7 的 周期 点 ， 进 一 步 的 迭代 立刻 出 现 了 
混乱 现象 ， 情 形 与 洛 伦 茨 奇异 吸引 子 十 分 相似 。 

奇异 吸引 子 是 一 种 运动 状态 ， 它 有 一 种 内 在 随机 性 ， 表 现 出 非常 强 的 稳定 
性 和 敏感 性 ， 而 且 还 具有 分 形 图 那样 的 自 相似 性 。 

继 洛 伦 兹 、 埃 农 之 后 ， 人 们 又 在 天 文学 、 生 态 学 、 热 力学 、 经 济 学 和 社会 
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学 等 学 科 内 遇 到 大 量 外 表现 状 简单 、 行 为 却 极为 复杂 的 系统 ， 都 具有 这 些 怪异 
性 ， 这 就 是 混沌 理论 的 由 来 。 

混沌 理论 所 研究 的 是 非 线 性 动力 学 混沌 ， 目 的 是 要 揭示 貌似 随机 的 现象 背 
后 可 能 隐藏 的 简单 规律 ， 以 求 发 现 一 大 类 复杂 问题 普遍 遵循 的 共同 规律 。 我 们 
看 到 的 不 再 是 “混乱 的 ”混沌 ， 而 是 “有 秩序 的 ”混沌 。 

目前 ， 混 沌 理论 已 广泛 应 用 于 社会 、 经 济 、 教 育 、 传 播 等 领域 。 

传播 学 是 一 门 历史 不 足 百 年 的 新 兴 社 会 学 科 ， 它 的 许多 传统 理论 模式 沿袭 
了 17 世纪 牛顿 式 的 还 原 论 思维 和 传统 生物 学 的 解剖 式 处 理 方式 ， 既 将 社会 信 
息 从 社会 整体 系统 割裂 开 来 进行 分 析 ， 把 传播 问题 线性 化 和 机 械 化 。 网 络 系统 
和 整个 人 类 社会 系统 ， 都 属于 开放 性 的 复杂 系统 ， 混 沌 和 秩序 协同 共生 是 其 根 
本 特征 。 

经 典 的 传播 学 理论 (如 把 关 人 、 议 程 设置 等 理论 ) 已 难以 解释 现代 传播 现 
象 。 一 条 微 博 可 能 是 带 来 飓风 的 “蝴蝶 翅膀 ”， 也 可 能 是 “ 压 死 骆 驼 的 稻草 ”， 
从 而 引发 集体 关注 或 成 为 群体 性 事件 。 

不 仅 在 研究 领域 ， 在 我 们 日 常生 活 中 ， 也 处 处 体现 着 混沌 思想 。 比 如 ， 我 
们 经 常 说 的 “ 失 之 毫 厘 、 差 之 千里 ”“ 物 极 必 反 ”等 。 美 国人 约翰 。 布 理 格 斯 
和 英国 人 下 . 戴 维 "皮特 所 著 的 《混沌 七 鉴 》 一 书 ， 阐 释 了 混沌 的 七 个 隐喻 
Of; QBeABURAR, @Ofravizk; OLPRR: OMA; OLENA 
生活 ;，@ 回 归 整 体 。 
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